
电磁现象的普遍规律

(第一次修订)

1. 真空中的静电场与恒磁场

[库仑定律] F⃗ = 1
4πε0

q1q2r⃗
r3

, 真空电容率 ε0 = 8.85× 10−12F/m.

[高斯定理 (电场散度)]
�
S
E⃗ · dS⃗ =

�
V ρdV

ε0
= Q

ε0
, 微分形式 ∇⃗ · E⃗ = ρ

ε0
.

[静电场旋度]
�
L
E⃗ · d⃗l = 0, 微分形式:∇⃗ × E⃗ = 0⃗.

[电荷守恒定律] ∇⃗ · J⃗ + ∂ρ
∂t

= 0.

[毕奥-萨伐尔定律] B⃗ = µ0

4π

�
V

J⃗(x⃗′)×r⃗
r3

dV ′, 对于闭合回路 L 有 B⃗ = µ0

4π

�
L

Id⃗l×r⃗
r3

.

[恒电流磁场环量 (旋度)]
�
L
B⃗ · d⃗l = µ0

�
S
J⃗ · dS⃗ = µ0I, 微分形式 ∇⃗ × B⃗ = µ0J⃗ .

[磁场散度] ∇⃗ × B⃗ = 0⃗.

[磁场散度和旋度公式证明]

由毕奥-萨伐尔定律 B⃗ = µ0

4π

�
V

J⃗(x⃗′×r⃗)
r3

dV ′ 和 ∇⃗1
r
= − r⃗

r3
得:B⃗ = µ0

4π

�
V
J⃗(x⃗′)× ∇⃗(−1

r
)dV ′

因 ∇⃗ 只作用于变量 x 上, 所以根据矢量外积的交换律有 B⃗ = µ0

4π

�
V
∇⃗ × [J⃗(x⃗′)1

r
]dV ′

即:B⃗ = ∇⃗ × µ0

4π

�
V
J⃗(x⃗′)1

r
dV ′

引入磁矢势 A⃗ = µ0

4π

�
V
J⃗(x⃗′)1

r
dV ′ 有:B⃗ = ∇⃗ × A⃗

综上所述, 磁场散度 ∇⃗ · B⃗ = ∇⃗ · (∇⃗ × A⃗) = 0

∇⃗ × B⃗ = ∇⃗ × (∇⃗ × A⃗) = ∇⃗(∇⃗ · A⃗)− A⃗(∇⃗ · ∇⃗) = ∇⃗(∇⃗ · A⃗)− ∇⃗2A⃗

∇⃗ · A⃗ = µ0

4π
∇⃗ ·

�
V
J⃗(x⃗′)1

r
dV ′ = µ0

4π

�
V
J⃗(x⃗′) · ∇⃗1

r
dV ′

由 ∇⃗ · [J⃗(x⃗′)1
r
] = 1

r
∇⃗ · J⃗(x⃗′) + J⃗(x⃗′) · ∇1

r
= J⃗(x⃗′) · ∇1

r

得:∇⃗ · A⃗ = µ0

4π

�
V
∇⃗ · [J⃗(x⃗′)1

r
]dV ′ = µ0

4π

�
S
J⃗(x⃗′)1

r
· dS⃗

因 V 内包括所有电流, 所以没有电流通过曲面 S, 即:∇⃗ · A⃗ = 0

∇⃗2A⃗ = µ0

4π

�
V
J⃗(x⃗′)∇⃗2 1

r
dV ′ = µ0

4π

�
V
J⃗(x⃗′)∇⃗ · (− r⃗

r3
)dV ′ = −µ0

4π

�
V
J⃗(x⃗′)∇⃗ · r⃗

r3
dV ′

对于 |r⃗| ̸= 0(即 x⃗ ̸= x⃗′) 有 ∇⃗ · r⃗
r3

= −3r⃗
r5

· r⃗ + 3 1
r3

= 0

因此 ∇⃗2A⃗ 除在源点 x⃗ = x⃗′ 外均为零, 可以直接取 J⃗(x⃗′) = J⃗(x⃗)

且 r⃗ = x⃗− x⃗′ 有 ∇⃗ = −∇⃗′

即有:∇⃗2A⃗ = µ0

4π
J⃗(x⃗)

�
V
∇⃗′ · r⃗′

r3
dV ′ = µ0

4π
J⃗(x⃗)

�
S

r⃗
r3

· dS⃗

因源-场失径 r⃗ 与场区面元 dS⃗ 方向相反

所以 ∇⃗2A⃗ = −µ0

4π
J⃗(x⃗)

�
S

dS
r2

= −µ0

4π
J⃗(x⃗)

�
S
dΩ = −µ0J⃗(x⃗)

综上所述, 磁场旋度 ∇⃗ × B⃗ = −(−µ0J⃗) = µ0J⃗
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2. 真空中的电磁场

[电磁感应定律] E = − d
dt

�
S
B⃗ · dS⃗.

[电场旋度 (闭合回路电势)] E =
�
L
E⃗ · d⃗l, 微分形式 ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
.

[位移电流] J⃗D = ε0
∂E⃗
∂t

.

[电流的连续性方程] ∇⃗ · (J⃗ + J⃗D) = 0.

[磁场旋度] ∇⃗ × B⃗ = µ0J⃗ + µ0ε0
∂E⃗
∂t

.

[电荷系统力密度] f⃗ = ρE⃗ + ρv⃗ × B⃗.

[洛伦兹力] F⃗ = qE⃗ + qv⃗ × B⃗.

[真空中的麦克斯韦方程组]

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

∇⃗ × B⃗ = µ0J⃗ + µ0ε0
∂E⃗
∂t

∇⃗ · E⃗ = ρ
ε0

∇⃗ × B⃗ = 0⃗

3. 介质中的电磁场

[电偶极矩] p⃗ = ql⃗.

[极化强度] P⃗ =

∑
i
p⃗i

∆V
.

[束缚电荷密度]
�
V
ρpdV = −

�
S
P⃗ · dS⃗, 微分形式 ρp = −∇⃗ · P⃗ .

[束缚电荷面密度 (两介质界面)] σp = −e⃗n · (P⃗2 − P⃗1).

[电位移矢量] D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ .

[各项同性线性介质极化强度] P⃗ = χeε0E⃗.

[相对电容率] εr = 1 + χe.

[介质中的电场散度] ∇⃗ · D⃗ = ρf .

[磁矩] m⃗ = i⃗a.

[磁化强度] M⃗ =

∑
i
m⃗i

∆V
.

[磁化电流密度]
�
S
J⃗M · dS⃗ =

�
L
M⃗ · d⃗l, 微分形式 J⃗M = ∇⃗ × M⃗ .

[极化电流] J⃗p = ∂P⃗
∂t

=

∑
i
eiv⃗i

∆V
=

∂
∑
i
eix⃗i

∆V ∂t
.

[诱导电流] 磁化电流和极化电流统称为诱导电流 J⃗M + J⃗p, 诱导电流不能被直接测量.

[磁场强度] H⃗ = B⃗
µ0

− M⃗ .
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[磁场旋度] ∇⃗ × H⃗ = µ0J⃗f + µ0
∂D⃗
∂t

.

[各向同性线性介质磁化率] M⃗ = χMH⃗.

[相对磁导率] µr = 1 + χM .

[介质中的麦克斯韦方程组]

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

∇⃗ × H⃗ = J⃗ + ∂D⃗
∂t

∇⃗ · D⃗ = ρ

∇⃗ · B⃗ = 0

对于各向同性线性介质有


D⃗ = εE⃗

B⃗ = µH⃗

J⃗ = σE⃗

4. 介质面上的电磁场

[介质中麦克斯韦方程组的积分形式]

�
L
E⃗ · d⃗l = − d

dt

�
S
B⃗ · dS⃗

�
L
H⃗ · d⃗l = If +

d
dt

�
S
D⃗ · dS⃗

�
S
D⃗ · dS⃗ = Qf

�
S
B⃗ · dS⃗ = 0

[界面处的法向电场跃变] e⃗n · (D⃗2n − D⃗1n) = σf , (
�
S
D⃗ · dS⃗ =

�
S
σfdS).

[界面处的法向磁场跃变] e⃗n · (B⃗2n − B⃗1n) = 0, (
�
S
B⃗ · dS⃗ = 0).

[界面处的切向电场跃变] e⃗n × (E⃗2n − E⃗1n) = 0⃗, (
�
L
E⃗ · d⃗l = − d

dt

�
S
B⃗ · dS⃗, 其中 ∂B⃗

∂t
有限).

[界面处的切向磁场跃变] e⃗n × (H⃗2n − H⃗1n) = α⃗f , (
�
L
H⃗ · d⃗l =

�
L
α⃗f · d⃗l + d

dt

�
S
D⃗ · dS⃗, 其中 ∂D⃗

∂t

有限).

[界面上的电磁场变化]

e⃗n · (D⃗2n − D⃗1n) = σf

e⃗n · (B⃗2n − B⃗1n) = 0

e⃗n × (E⃗2n − E⃗1n) = 0⃗

e⃗n × (H⃗2n − H⃗1n) = α⃗f
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5. 电磁场的能量

[电磁场能量守恒定律] −
�
S
S⃗ · dσ⃗ = d

dt

�
V
wdV +

�
V
f⃗ · v⃗dV .

流入能量: −
�
S
S⃗ · dσ⃗;

电磁能增量: d
dt

�
V
wdV ;

场对电荷做功:
�
V
f⃗ · v⃗dV .

[电磁场能量密度] ∂w
∂t

= E⃗ · ∂D⃗
∂t

+ H⃗ · ∂B⃗
∂t

.

[电磁场能流密度 (坡印廷矢量)] S⃗ = E⃗ × H⃗, 真空中有 S⃗ = 1
µ0
E⃗ × B⃗.

[电磁场能量密度和能流密度公式证明]

由电磁场能量守恒定律:−
�
S
S⃗ · dσ⃗ = d

dt

�
V
wdV +

�
V
f⃗ · v⃗dV

得微分形式:−∇⃗ · S⃗ = ∂w
∂t

+ f⃗ · v⃗, 即 −f⃗ · v⃗ = ∇⃗ · S⃗ + ∂w
∂t

由电荷在磁场中受力的洛伦兹力密度表达式 f⃗ = ρE⃗ + ρv⃗ × B⃗

得:−f⃗ · v⃗ = −ρv⃗ · E⃗ = −J⃗ · E⃗

由磁场旋度的麦克斯韦方程 ∇⃗ × H⃗ = J⃗ + ∂D⃗
∂t

得:J⃗ = ∇⃗ × H⃗ − ∂D⃗
∂t

−f⃗ · v⃗ = −J⃗ · E⃗ = −E⃗ · (∇⃗ × H⃗) + E⃗ · ∂D⃗
∂t

因为 ∇⃗ · (E⃗ × H⃗) = (∇⃗ × E⃗) · H⃗ − (∇⃗ × H⃗) · E⃗

所以 −f⃗ · v⃗ = −H⃗ · (∇⃗ × E⃗) + ∇⃗ · (E⃗ × H⃗) + E⃗ · ∂D⃗
∂t

由电场旋度的麦克斯韦方程 ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

得 −f⃗ · v⃗ = ∇⃗ · (E⃗ × H⃗) + H⃗ · ∂B⃗
∂t

+ E⃗ · ∂D⃗
∂t

根据电磁场能量守恒定律的微分形式

得:∇⃗ · (E⃗ × H⃗) + H⃗ · ∂B⃗
∂t

+ E⃗ · ∂D⃗
∂t

= ∇⃗ × S⃗ + ∂w
∂t

两边对比得:

电磁场能流密度 (坡印廷矢量) 的可能形式: S⃗ = E⃗ × H⃗

电磁场能量密度的可能形式: ∂w
∂t

= E⃗ · ∂D⃗
∂t

+ H⃗ · ∂B⃗
∂t

[真空中的电磁场能量]

能量密度: w = 1
2
(ε0E

2 + 1
µ0
B2) 能流密度: S⃗ = 1

µ0
E⃗ × B⃗

[线性介质中的电磁场能量]

能量密度: w = 1
2
(E⃗ · D⃗ + H⃗ · B⃗)
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