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1 基本定义

1. 参考教材: An Introduction of Mathmatical Theory of Inverse Problem(前

三章), Kirsch;

2. 反问题举例:

(a) 确定空间分布物体的密度:即已知u(x, y, z) =
∫∫∫
Ω

ρ(ξ,η,ζ)dξdηdζ(√
(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

)3 ,

求 ρ(ξ, η, ζ);

(b) 逆热传导方程的反问题:根据热传导方程

∂u
∂t

= a2 ∂2u
∂x2 + f(x, t) x ∈ R

u|t=0 = ϕ(x)
,

已知正问题的值u(x, t) = 1
2a

√
πt

∫ +∞
−∞ ϕ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ+ 1
2a

√
π

∫ t

0

∫ +∞
−∞

f(ξ,τ)√
t−τ

e
− (x−ξ)

4a2√
t−τ dτ ,

求 ϕ(x) = u(x, 0);

3. 适定性 (well-posedness): 设X,Y 是赋范空间,算子K : X → Y ,Kx = y

称为适定的若解 x满足:

(a) 存在性: 对每个 y ∈ Y ,至少有一个 x ∈ X ,满足Kx = y;

(b) 唯一性: 对每个 y ∈ Y ,至多由一个 x ∈ X ,满足Kx = y;

(c) 稳定性: x 连续依赖于 y. 即若 {xn} ⊆ X , lim
n→∞

Kxn = Kx, 则

xn → x;

4. 不适定性 (ill-posedness): 不满足任意适定性条件,也称为病态性;

5. 设X,Y 是赋范空间,线性紧算子K : X → Y ,记核空间N (K) = {x ∈
X : Kx = 0}. 若商空间的维数无穷 dim X

N (K)
= ∞,则 ∃{xn} ⊂ X 满

足Kxn = 0但 {xn}不收敛;

(a) 特别地,K−1是无界的;

6. 不适定问题举例:

(a) (反问题)第一类Fredholm积分方程:对于
∫ b

a
K(x, t)Z(t)dt = u(x),

x ∈ [c, d],已知 u(x)求 Z(t). 其中核函数K(x, t)在 [c, d]× [a, b]上

连续;

已知 Z1(t)是 u1(x)的解,构造 Z2(t) = Z1(t) +N sinωt,
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得到u2(x) =
∫ b

a
K(x, t)Z2(t)dt=

∫ b

a
K(x, t) [Z1(t) +N sinωt] dt=

u1(x) +N
∫ b

a
K(x, t) sinωtdt;

固定 N ,令 ω → ∞充分大,则由 Riemann-Lebesgue引理:

因为 K(x, t)连续,则
∫ b

a
K(x, t) sinωtdt → 0充分

小;

由 ||u1(x)−u2(x)||2=
∣∣∣∣∣∣N ∫ b

a
K(x, t) sinωtdt

∣∣∣∣∣∣
2
= |N |

{∫ d

c

[∫ b

a
K(x, t) sinωtdt

]2
dx

} 1
2

→
0,

得 ||Z1(t)−Z2(t)||2= |N |
{∫ b

a
sin2 ωtdt

} 1
2

= |N |
√

b−a
2

− 1
4ω
(sin 2bω − sin 2aω)=|N |

√
b−a
2

+ 1
2
sin(b− a)ω · cos(b+ a)ω;

当 ω → ∞ 充分大, ||Z1(t) − Z2(t)||2 → |N |
√

b−a
2
. 即

u2 → u1,但 Z2 ↛ Z1;

||Z1(t)− Z2(t)||∞ = max
t∈[a,b]

|N sinωt|= |N |;

即测量值 u2 相对精确值 u1 存在充分小的误差,但反问题

的解的误差不一定充分小;

(b) (正问题)二维Laplace方程的Cauchy问题:对于定解问题


∆u(x, y) = 0 −∞ < x < +∞

u(x, 0) = f(x) ∂u(x,y)
∂y

∣∣∣
y=0

= φ(x)
,

其中 f(x), φ(x)已知,求 u(x, y);

取 f1(x) ≡ 0, φ1(x) =
sin ax

a
(a > 0),则 u1(x, y) =

1
a2 sin ax·

sinh ay是该问题的解;

取 f2(x) = 0, φ2(x) = 0,则 u2(x, y) = 0;

则 ||f1(x) − f2(x)||∞ = 0, ||φ1(x) − φ2(x)||∞=

sup
x∈R

∣∣ sin ax
a

∣∣= 1
a
, ||u1(x)−u2(x)||∞= sup

x,y

∣∣ 1
a2 sin ax · sinh ay

∣∣=
1
a2 sinh ay(当 a > 0充分大 a→ ∞,该范数任意大);

(c) (反问题)计算机层析成像 (CT)问题: 已知射线强度为 I ,射线围绕

被观测组织参考系旋转的角度为 δ, 射线经过路程参数化为 u, 组

织的射线吸收率为常数 γ,组织的密度为 ρ ,则 dI = −γρIdu(解为
ln I(u) = −γ

∫ u

u0
ρ(x, y)du). 射线源到组织参考系的距离为 s,测量

点的坐标为 seiδ +uieiδ ,则相对强度损失 ln I(u) = −γ
∫ u

u0
ρ(seiδ +

uieiδ)du. 求组织的密度分布 ρ;

定义 Radon变换: Rρ :=
∫ +∞
−∞ ρ(seiδ + uieiδ)du;

假定 ρ 径向对称为 ρ(r), 射线为 (x, 0), 则相对射线强度

v(x) := ln I(∞) = −2γ
∫∞
0
ρ(
√
x2 + u2)du,
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令 r2 = x2 + u2,则 v(x) = −2γ
∫ R

x
r√

r2−x2 ρ(r)dr,

其中 R→ ∞是组织的最大厚度;

(d) (反问题) 微分问题: 已知积分方程 y(t) =
∫ t

0
x(s)ds 和 y(t), 求

x(t) = y′(t);

对 y(t) 作扰动 y(t) + δ sin t
δ2
, 对应的解 x(t) = y′(t) +

1
δ
cos t

δ2
;

考虑K : X → Y ,

取 K : C[0, 1] → C[0, 1] 且 y(0) = 0, 则 ||y1 −
y2||∞ = max

t∈[0,1]

∣∣δ sin t
δ2

∣∣ = δ, ||x1−x2||∞ = max
s∈[0,1]

∣∣ 1
δ
cos t

δ2

∣∣ =
1
δ
. 此时方程不适定;

取 K : C[0, 1] → Y := {y ∈ C1[a, b], y(0) = 0},
则 ||y||Y = max |y′|, ||y1 − y2||Y = max

t

∣∣ 1
δ
cos t

δ2

∣∣ =
1
δ
. 此时方程适定;

7. 紧积分算子定理: 设 J = [a.b],且K(s, t)在 [a, b]上连续,则 (TX)(s) =∫ b

a
K(s, t)X(t)dt所定义的算子K : J → J 是紧算子;

8. 最坏的误差: 对于
∫ t

0
x(s)ds = y(t), t ∈ [0, 1], x ∈ C[0, 1];

已知: y(t) 且 ||y′′||∞ ≤ E. 实际观测值为 ỹ(t), 误差 z(t) :=

y(t)− ỹ(t);

条件: z(0) = z′(0) = 0且 z′(t) ≥ 0,观测误差 ||z||∞ < δ;

计算: |x(t) − x̃(t)|2 = |z′(t)|2=
∣∣∣∫ t

0
d
ds
|z′(t)|2ds

∣∣∣=∫ t

0
2z′(s)z′′(s)ds≤ 4E

∫ t

0
z′(s)ds= 4Ez(t);

结论: |x− x̃|2∞ ≤ 4Eδ,即 ||x− x̃||∞ ≤ 2
√
Eδ;

9. 范数强弱: 已知线性有界算子 K : X → Y , Banach 空间 X,Y , 子空

间 X1 ⊂ X , 定义 X1 上的范数为 || · ||1, X 上的范数为 || · ||. 若 ∀x ∈
X1,∃c > 0, s.t.||x|| ≤ c||x||1,则称 || · ||1是比 || · ||更强的范数;

(a) 记号: 对于误差 δ,理想观测值二阶导数上界E,记 F (δ, E, || · ||1) :=
sup{||x||1 : ||Kx|| ≤ δ, ||x||1 ≤ E}. 当 δ → 0,有 F → 0;

(b) 注意: || · ||1不是指 1−范数;

10. 引理: 设 K : X → Y 是线性紧算子,且 dim X
N(K)

= ∞,则存在 c, δ0,使

得 ∀δ ∈ (0, δ0), F (δ, E, || · ||1) ≥ c;
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11. 紧算子奇异分解 (singular value decomposition): 设 K : X → Y 是紧算

子, X,Y 是 Hilbert空间,伴随算子 (共轭算子)K∗ : Y → X ,其中 µ1 ≥
µ2 ≥ µ3... > 0是K 的奇异值,则存在标准正交系 {xj} ⊂ X, {yj} ⊂ Y .

有 Kxj = ujyj , K∗yj = ujxj , j ∈ J , 且 x = x0 +
∑
j∈J

(x, xj)xj , Kx =∑
j∈J

uj(x, xj)yj . 称 (uj , xj , yj)为K 的奇异系;

12. 定理: F (δ, E, ||x′||L2) ≤
√
δE, F (δ, E, ||x′′||L2) ≤ δ

2
3E

1
3 ;

13. 定理: K : X → Y 是线性紧算子, X,Y 是 Hilbert空间, K 有稠密的值

域,共轭算子K∗ : Y → X ,则:

(a) 若 X1 := K∗(Y ), ||x||1 := ||(K∗)−1x||Y , x ∈ X1,则:

i. F (δ, E, || · ||1) ≤
√
δE;

ii. 存在 δn → 0,使得 F (δn, E, || · ||1) =
√
δnE;

(b) 若 X2 := K∗K(X), ||x||2 := ||(K∗K)−1x||X , x ∈ X2,则:

i. F (δ, E, || · ||2) ≤ δ
2
3E

1
3 ;

ii. ∃δn → 0, s.t. : F (δn, E, || · ||2) = δ
2
3
nE

1
3 ;

14. 例题: 对于


∂u(x,t)

∂t
= ∂2u(x,t)

∂x2 x ∈ [0, π], t > 0

u(0, t) = u(π, t) = 0 u(x, 0) = u0(x)
有精确解 u(x, t) =

2
π

∞∑
n=1

e−n2t sin(nx) ·
∫ π

0
u0(y) sin(ny)dy:=

∞∑
n=1

an · e−n2t sin(nx), 其中

an = 2
π

∫ π

0
u0(y) sin(ny)dy. 已知 u(x, T ),逆求 u(x, τ), τ < T ;

解可写成u(x, t) = 2
π

∫ π

0
K(x, y)u0(y)dy,其中K(x, y) =

∞∑
n=1

e−n2t sin(nx) sin(ny);

若 τ ∈ (0, T ),则 F (δ, E, || · ||1) ≤ E1− τ
T δ

τ
T ;

15. 例题: 数值微分 N(t) =

 1
h
[y(t+ h)− y(t)] t ∈ (0, 1

2
)

1
h
[y(t)− y(t− h)] t ∈ ( 1

2
, 1)

,计算 ||N(t) −

y′||L2 , y ∈ H2(0, 1);

y(t± h) = y(t)± y′(t)h+
∫ t+h

t
(t± h− s)y′′(s)ds;

当 t ∈ (0, 1
2
)时,

N(t)−y′(t) = 1
h

∫ t+h

t
(t+h−s)y′′(s)ds,令 τ = t+h−s,

则 N(t)− y′(t) = 1
h

∫ h

0
y′′(t+ h− τ)τdτ ;
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h2
∫ 1

2

0
|N(t) − y′(t)|2dt =

∫ 1
2

0

∫ h

0
y′′(t + h − τ)τdτ ·∫ h

0
sy′′(t+h−s)dsdt=

∫ h

0

∫ h

0
τs

[
y′′(t+h−τ)
y′′(t+h−s)

dt
]
dτds≤

∫ h

0

∫ h

0
τsdτds

[∫ 1
2

0 y′′(t+h−τ)2dt

] 1
2

[∫ 1
2

0 y′′(t+h−τs)dt

] 1
2
=

[∫ h

0

∫ h

0
τsdτds

]
||y′′||2

L2(0, 12 )
=

||y′′||2
L2(0, 12 )

· h4

4
;

得到
∫ 1

2

0
|N(t)−y′(t)|2dt ≤= ||y′′||L2(0, 12 )

· h2

4
≤ 1√

2
Eh;

当 t ∈ ( 1
2
, 1)时,

得到
∫ 1

1
2
|N(t)− y′(t)|2dt ≤= ||y′′||L2(0, 12 )

· h2

4
;

2 第一类积分方程的正则化方法

1. 正则化策略 (正则化方法): 对于线性积分算子 (紧算子)K : X → Y ,

Kx = y, dimX = ∞. 近似已知 y ≈ yδ即 ||y− yδ|| ≤ δ,求解Kxδ = yδ .

由于 K−1 无界, 所以用有界线性算子族 Rα ≈ K−1, 其中 α > 0 为

参数, Rα 称为正则化算子. 有界线性算子族 Rα 称为一个正则化策略.

Rα : Y → X , α > 0,满足 lim
α→0

RαKx = x, ∀x(即 RαK 逐点收敛于 I);

(a) ∃αj , s.t.||Rαj
|| → ∞, j → ∞;

(b) RαK 不一致收敛于 I ;

2. Young不等式: ||f + g||p ≤ ||f ||1 · ||g||p, 1 ≤ p ≤ 2;

3. 例题:取α = h,中心差分Rhy(t) :=


1
h

[
4y(t+ h

2
)− y(t+ h)− 3y(t)

]
0 < t < h

2

1
h

[
y(t+ h

2
)− y(t− h

2
)
]

h
2
≤ t ≤ 1− h

2

1
h

[
3y(t)− y(t− h)− 4y(t− h

2
)
]

1− h
2
< t ≤ 1

,

证明 Rh就是一个正则化策略. 即证明:

(a) ||RhK||L2(0,1) ≤ C ,即 RhK 一致有界;

Rhy(t) = 1
h

∫ t+h
2

t−h
2

y′(s)ds= 1
h

∫ h
2

−h
2

y′(r + t)dr, 其中 s :=

r + t;

||Rhy(t)||2L2(h
2 ,1−

h
2 )

=
∫ 1−h

2
h
2

|Rhy(t)|2dt= 1
h2

∫ 1−h
2

h
2

[∫ h
2

−h
2

y′(r + t)dr
]2
dt≤

1
h2

∫ 1−h
2

h
2

||y′||2L2(0,1) ·
(∫ h

2

−h
2

ds
)2

dt=
∫ 1−h

2
h
2

dt · ||y′||2L2(0,1)≤
||y′||2L2(0,1);
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所以 ||RhKx||L2(0,1) = ||Rhy(t)||L2(0,1)≤ ||y′||L2(0,1), 即

RhK 一致有界. 其他区间同理;

(b) ||RαKx− x||L2(0,1) → 0,即逐点收敛;

由 Tylor 公式: y(t ± h
2
) = y(t) ± h

2
y′(t) + 1

2
h2

4
y′′(t) +

1
2

∫ h
2

0
s2y′′′(t± h

2
− s)ds;

得: Rhy(t)−y′(t) = 1
2h

∫ h
2

0
s2

[
y′′′(t+ h

2
− s)− y′′′(t− h

2
− s)

]
ds≤

1
2h

(∫ h
2

0
s2ds

)
· 2||y′′′||L2(0,1)∫ 1−h

2
h
2

|Rhy(t)−y′(t)|2dt≤ 1
h2

∫ 1−h
2

h
2

(∫ h
2

0
s2ds

)2

·||y′′′||2L2(0,1)dt=

h4

242
||y′′′||2L2(0,1)

所以 ||Rhy−y′||L2(0,1) =||RαKx−x||L2(0,1)≤ C1||x′′(t)||L2(0,1)h
2≤

C1Eh
2,当 h→ 0时 ||Rhy−y′||L2(0,1) → 0. 其他区间同理;

4. 例题: 对于 Kx =
∫ t

0
x(s)ds, K : L2

0(0, 1) → L2(0, 1), L2
0(0, 1) = {z ∈

L2(0, 1) :
∫ 1

0
z(s)ds = 0}. Gauss核 ψα(t) =

1
α
√
π
e−

t2

α2 ,
∫ +∞
−∞ ψα(t)dt =

1, ||ψ′
α||L1 = 2

α
√
π
. 定义ψα∗y :=

∫ +∞
−∞ ψα(t−s)y(s)ds=

∫ +∞
−∞ ψα(s)y(t−

s)ds,由 Young不等式 ||ψα ∗ y||L2 ≤ ||ψα||L1 · ||y||L2= ||y||L2 知卷积算

子是一致有界算子. 证明K 是一个正则化策略:

(a) 准备知识: ||ψα ∗ z − z||L2 → 0, α → 0, z ∈ L2(0, 1), ||ψα ∗ z −
z||L2(R) ≤

√
2α||z′||L2(0,1);ß

定义Fz(t) := 1√
2π

∫ +∞
−∞ z(s)e−istds,则Fz′(t) = (−it)Fz(t);

||ψα∗z−z||L2(R) = ||F(ψα∗z)−F(z)||L2(R)= ||[
√
2πF(ψα)−

1]F(z)||L2(R)= ||ψα(t)itF(z′)||L2(R);

ψα(t) =
1
it
(1− e−

α2t2

4 )

所以 ||ψα∗z−z||L2(R) = ||ψαF(z′)||L2≤ ||ψα||∞·||z′||L2(0,1);

(b) 证明:

||Rαy||L2(0,1) ≤
{∫ 1

0

[
(ψ′

α ∗ y)(t)−
∫ 1

0
(ψ′

α ∗ y)(s)ds
]2
dt

} 1
2

≤

2||ψ′
α||L1(R) · ||y||L2(0,1)≤ 4

α
√
π
||y||L2(0,1);

取 y = Kx, ||RαKx||L2(0,1)≤ 2||ψα∗x(t)||L2(0,1)≤ 2||ψα||L2(R)·
||x(t)||L2(0,1)= 2||x(t)||L2(0,1),则 ||RαKx||L2(0,1) ≤ 2||x(t)||L2(0,1),

即 RαK 一致有界;

RαKx(t)− x(t)= ψα ∗ x(t)−
∫ 1

0
(ψα ∗ x)ds− x(t)= (ψα ∗
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x)(t) − x(t) −
∫ 1

0
[(ψα ∗ x)(s) − x(s)]ds, 所以 ||RαKx −

x||L2(0,1) ≤ 2||ψα ∗ x(t)− x(t)||L2(0,1)≤ 2
√
2α||x′||L2(0,1);

5. 设线性紧算子 K 的滤波函数 q(α, µ)满足: (1). |q(α, µ)| ≤ 1, 0 < µ <

||K||; (2). ∃C(α), s.t.|q(α, µ)| ≤ C(α)µ, ∀µ; (3). lim
α→0

q(α, µ) = 1, ∀µ. 则

Rα : Y → X , Rαy :=
∞∑
j=1

q(α,µ)
µj

(y, yj)xj , y ∈ Y 是一个正则化策略,且

||Rα|| ≤ C(α);

(a) 其中 (µj , xj , yj)是算子 Rα的奇异系;

6. 引理: 对于Hilbert空间X,Y , ∃x̂ ∈ X , s.t.||Kx̂−y|| ≤ ||Kx−y||, x ∈ X

等价于K∗Kx̂ = K∗y(法方程);

7. Tikhonov正则化方法: 求解 Tikhonov泛函的极小问题;

(a) Tikhonov 泛函: 对于线性紧算子 K : X → Y , α > 0, Jα(x) =

||Kx− y||2 + α||x||2;

(b) Jα(x)的极小值问题有唯一解 xα;

(c) 极小化 xα是法方程 αxα +K∗Kxα = K∗y的唯一解;

8. 定义 Rα := (αI +K∗K)−1K∗,对于线性紧算子K : X → Y ,有

(a) αI +K∗K 有有界逆,则 Rα 是正则化策略. ||Rα|| ≤ 1
2
√
α
, Rαy

δ 满

足 (αI+K∗K)xα,δ = K∗yδ . 当 α(δ) → 0, δ → 0, δ2

α(δ)
→ 0时, α(δ)

是容许的;

(b) x = K∗z ∈ K∗(Y ),取α(δ) = c δ
E
时, ||xα,δ−x|| ≤ 1

2
( 1√

c
+
√
c)
√
δE;

(c) x = K∗Kz ∈ K∗K(x),取 α(δ) = c( δ
E
)

2
3 时, ||xα,δ − x|| ≤ ( 1

2
√
c
+

c)E
1
3 δ

2
3 ;

9. Landeweber 迭代: 对于 Kx = y, x = x − aK∗Kx + aK∗y = (I −

aK∗K)x+aK∗y, a > 0. 即迭代格式

x0 = 0

xm = (I − aK∗K)xm−1 + aK∗y m = 1, 2...
;

(a) 设 ψ : X → R, ψ(x) = 1
2
||Kx − y||2, 则 ψ(x) 的 Frechet 导数

ψ′(z)x = Re(Kz − y,Kx) = Re(K∗(Kz − y), x), xz ∈ X . 因此,

ψ′(z)可以由 K∗(Kz − y)得到,即 Landweber迭代 xm = xm−1 −
aK∗(Kxm−1 − y);
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10. 已知线性紧算子 K : X → Y , 取 α = 1
m
, 则 Rm 就是正则化策略, 且

||Rm|| ≤ C(α) =
√

a
α
=

√
am;

(a) m(δ) → 0, (δ → 0),且 δ2

α(δ)
→ 0,则m(δ)是容许的;


