
一. 基础知识

1. 偏微分方程基本概念

[偏微分方程的一般形式] F
(
x, y, ..., u, ∂u

∂x
, ∂u
∂y
, ..., ∂

2u
∂x2
, ∂

2u
∂y2
, ...
)
= 0

阶: 一个偏微分方程中所出现的位置函数导数的最高阶数;

次: 最高阶数的幂次;

线性: 微分方程中各项关于未知函数及其各阶导数都是一次;

拟线性: 对未知函数的所有最高阶导数都是线性的;

自由项: 不带未知函数及其导数的项;

齐次: 自由项恒为零的微分方程;

注意: 对于相互依赖的几个偏微分方程, 需要把它们合并成一个单独方程再确定.

[典型的二阶线性偏微分方程]

Laplace 方程: ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0

Poisson 方程: ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= f(x, y)

[两个自变量的二阶线性偏微分方程标准形式] 每一个具有两个自变量的二阶线性偏微分方程
都可以化为标准形式.

标准形式: a∂2u
∂x2

+ b ∂
2u

∂x∂y
+ c∂

2u
∂y2

= f(x, y)

1. 双曲型方程: b2 − 4ac > 0, 可转换为 uξξ − uηη + ... = 0 或 uξη + ... = 0, 如波动方程;

2. 抛物型方程: b2 − 4ac = 0, 可转换为 uξξ + ... = 0, 如热传导方程或扩散方程;

3. 椭圆型方程: b2 − 4ac < 0, 可转换为 uξξ + uηη + ... = 0, 如 Laplace 和 Poisson 方程;

另一标准形式: a∂2u
∂x2

− 2b ∂
2u

∂x∂y
+ c∂

2u
∂y2

= f(x, y), 判别式 b2 − ac.

[一阶齐次线性方程的特征方程] 给定一阶齐次线性方程
n∑
i=1

ai(x1, x2, ..., xn)
∂u
∂xi

= 0, 其中 ai 为

连续可微函数, 在所考虑的区域内的每一点不同时为零. 则方程组 dxi
dt

= ai(x1, x2, ..., xn), (i ∈ Z∗)

或 dx1
a1(x1,x2,...,xn)

= dx2
a2(x1,x2,...,xn)

= ... = dxn
an(x1,x2,...,xn)

被称为一阶齐次线性偏微分方程的特征方程.

[一阶齐次线性方程的特征曲线] 如果曲线 l : xi = xi(t), (i ∈ Z∗) 满足特征方程, 则曲线 l 被称
为一阶齐次线性偏微分方程的特征曲线.
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[二阶线性偏微分方程的特征线]

对于二阶线性偏微分方程 a∂
2u
∂x2

+2b ∂
2u

∂x∂y
+c∂

2u
∂y2

+d∂u
∂x

+e∂u
∂y

+fu+g = 0,令

ξ = ϕ(x, y)

η = ψ(x, y)
.

有

ux = ∂u
∂x

= ∂u
∂ξ

∂ϕ
∂x

+ ∂u
∂η

∂ψ
∂x

uy =
∂u
∂y

= ∂u
∂ξ

∂ϕ
∂y

+ ∂u
∂η

∂ψ
∂y

,从而



uxx = uξξϕ
2
x + uηηψ

2
x + 2uξηϕxψx + uξϕxx + uηψxx

uxy = uξξϕxϕy + uηηψxψy + uξη (ϕxψy + ϕyψx)

+uξϕxy + uηψxy

uyy = uξξϕ
2
y + uηηψ

2
y + 2uξηϕyψy + uξϕyy + uηψyy

对于 auxx + 2buxy + cuyy 部分, 有: auxx + 2buxy + cuyy = Auξξ + 2Buξη + Cuηη + ...

其中:


A = aϕ2

x + 2bϕxϕy + cϕ2
y

B = aϕxψy + b (ϕxψy + ϕyψx) + cϕyψy

C = aψ2
x + 2bψxψy + cψ2

y

新方程有判别式B2−AC = (b2 − ac) (ϕxψy − ϕyψx)
2 = (b2 − ac)

∣∣∣∣∣ϕx ϕy

ψx ψy

∣∣∣∣∣
2

= (b2 − ac)
∣∣∣∂(ϕ,ψ)∂(x,y)

∣∣∣2
注意: 变换的 Jacobi 行列式

∣∣∣∂(ϕ,ψ)∂(x,y)

∣∣∣ = ϕxψy − ϕyψx ̸= 0, 即 ϕx
ϕy

̸= ψx

ψy
.

1. 对于双曲型方程, 有 b2 − ac > 0. 取标准形式 uξη + ... = 0, A = C = 0.

即

aϕ2
x + 2bϕxϕy + cϕ2

y = 0

aψ2
x + 2bψxψy + cψ2

y = 0
,解为

ϕx = λ1ϕy

ψx = λ2ψy
,其中 λ1 和 λ2 为方程的特征值.

以上方程有特征线 l1 :

dx
dt

= 1

dy
dt

= −λ1
和 l2 :

dx
dt

= 1

dy
dt

= −λ2
, 即:


dy
dx

+ λ1 = 0

dy
dx

+ λ2 = 0

联立方程和特征线消去特征值, 得:


dy
dx

= −ϕx
ϕy

dy
dx

= −ψx

ψy

.

带入原方程消去 ϕ 和 ψ 项: a(dy)2 − 2bdxdy + c(dx)2 = 0, 解得 dy
dx

= b±
√
b2−ac
a

由于 b2 − ac > 0, 所以双曲型方程具有两簇实特征线.

2. 对于抛物型方程, 有 b2 − ac = 0. 取标准形式 uξξ + ... = 0, B = C = 0.

即

aϕxψx + b(ϕxψy + ϕyψx) + cϕyψy = 0

aψ2
x + 2bψxψy + cψ2

y = 0
, 解为 ψx = − b

a
ψy, 此解使另一方程恒成

立. 因此可以取 λ1 = λ2 = − b
a
. 因此, 抛物型方程有一个实根和一簇特征线.

3. 对于椭圆型方程, 有 b2 − ac < 0. 没有实数根.
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[矩阵的特征值与特征矢量] 对于 n 阶方阵 A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 和 n 维非零列矢量

α⃗ = (a1, a2, ..., an)
τ . 如果有一个数 λ, 使得 Aα⃗ = λα⃗. 则称 λ 为矩阵 A 的特征值 (特征根), α⃗ 为矩

阵 A 的特征值 λ 所对应的特征矢量. 矩阵 A 的特征值中绝对值最大的称为 A 的第一特征值.

[二阶偏微分方程的特征方程]考虑二阶偏微分方程
n∑

i,j=1

aij(x⃗)
∂2u

∂xi∂xj
+F

(
x1, ..., xn, u,

∂u
∂x1
, ..., ∂u

∂xn

)
=

0, 其中 aij(x⃗) = aij(x1, x2, ..., xn) 为 x1, x2, ..., xn 的已知函数. 代数方程
n∑

i,j=1

aij(x)αiαj = 0 是其特

征方程. 这里 α1, α2, ..., αn 是某些参数, 有
n∑
i=1

α2
i ̸= 0.

[二阶偏微分方程的特征方向]如果点 x◦ = (x◦1, x
◦
2, ..., x

◦
n)满足特征方程,即

n∑
i,j=1

aij(x
◦)αiαj = 0.

则过 x◦ 的平面
n∑
k=1

αk(xk − x◦k) = 0 的法线方向 l : (α1, α2, ..., αn) 称为二阶方程的特征方向.

[二阶偏微分方程的特征曲面] 如果一个 (n− 1) 维曲面, 其每点的法线方向都是特征方向, 则称
此曲面为特征曲面.

特征平面: 过一点的 (n− 1) 维平面, 如其法线方向为特征方向, 则称这个平面为特征平面;

特征锥面: 在特征平面上的点上, 由特征平面的包络组成的锥面称为特征锥面.

[含有 n 个自变量的二阶偏微分方程]
n∑
i=1

n∑
j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+H = 0, 其中 H 可以是 u 和 ∂u

∂xi
的函数,

系数 aij 可以是自变量的函数. 该方程可以根据矩阵 A = (aij)m×n 的特征值分类.

抛物型: 若有零特征值 (即 A 退化), 这时有 m 个特征曲面 (1 ≤ m < n);

n∑
i=1

∂2u
∂x2i

+H = 0, 0 < m < n

椭圆型: 若所有特征值不为零且同号 (即 A 为正定或负定), 这时不存在实特征曲面;

n−m∑
i=1

∂2u
∂x2i

+H = 0, 0 < m < n

双曲型: 若所有特征值不为零且除一个特征值外所有特征值同号 (即 A不退化也不正定或
负定), 这时有 n 个特征曲面;

∂2u
∂x21

−
n∑
i=2

∂2u
∂x2i

+H = 0

超双曲型: 若所有特征值不为零, 且至少有两个特征值为正, 两个特征值为负.

m∑
i=1

∂2u
∂x2i

−
n∑

i=m+1

∂2u
∂x2i

+H = 0, 1 < m ≤ n− 2
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[方程组] n 个未知函数和 m 个自变量的一阶偏微分方程组可记为
m∑
k=1

Ak ∂u⃗
∂xk

= E⃗, 其中 u⃗ =

(u1, u2, ..., un)
T 为未知函数向量, E⃗ = (E1, E2, ..., En)

T 为右端项向量, Ak =
(
akij
)
n×m 为系数矩阵.

[方程组的特征方程] 行列式 det

(
m∑
k=1

Akλk

)
= 0 是方程组

m∑
k=1

Ak ∂u⃗
∂xk

= E⃗ 的特征方程. 其中

λ⃗ = (λ1, λ2, ..., λm) 是特征面的法向量 (或特征线的法线).

[方程组的分类] 偏微分方程组根据特征方程的 n 个根 (特征值) 可以作以下分类.

双曲型: 有 n 个不同的特征值 λk(k = 1, 2, ..., n) 且都是实根;

抛物型: 至多有 n− 1 个不同的实根且没有复数根;

椭圆型: 没有实根 (或有复数根出现).

[定解问题] 微分方程与定解条件一起构成定解问题.

定解条件: 初始条件, 边界条件;

定解问题分类:;

初值问题 (Cauchy 问题): 只有初始条件而没有边界条件的问题;

边值问题: 只有边值条件而没有初值条件的问题;

混合问题 (初边值问题): 既有初始条件也有边界条件的定解问题.

[边界条件] 边界条件形如 α(x, y)u(x, y) + β(x, y)∂u
∂n
(x, y) = γ(x, y), 其中 ∂u

∂n
为边界条件的外法

向导数.

Dirichlet(第一类) 条件: β = 0, 即 u 给定;

Neumann(第二类) 条件: α = 0, 即 u 的外法向导数给定;

Robbins(第三类) 条件: α ̸= 0, β ̸= 0;

Cauchy 条件: 有两个方程, 在一个方程中, β = 0(u 给定); 在另一个方程中, α = 0(u 的外
法向导数给定).

通常: 双曲型方程关联 Cauchy 条件; 抛物型方程关联 Dirichlet 或 Neumann 条件; 椭圆型
方程关联 Dirichlet 或 Neumann 条件.

[常见三类方程定解问题的性质]

描述的问题 方程类型 方程形式 定解条件 求解区域 解的光滑性
平衡问题 椭圆型 div(gradu) = 0 边界条件 闭区域 解恒光滑

与耗散有关的问题 抛物型 ∂u
∂t

= αdiv(gradu) 初边值条件 开区域 解横光滑
与耗散无关的问题 双曲型 ∂2u

∂t2
= c2αdiv(gradu) 初边值问题 开区域 解可以不连续
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2. 矩阵的基本概念

[线性代数方程的矩阵形式] 线性代数方程组
n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, ..., n, 可以写成矩阵形式

Ax⃗ = b⃗. 其中: A 是 n 阶方阵, 元素为 aij(i, j = 1, 2, ..., n), 是实数. 向量 x⃗ 和 b⃗ 均为 n 维列向量.

[矩阵的运算记号] 对于 n 阶方阵 A, 有以下运算:

A 的逆: A−1; A 的转置: AT ; A 的行列式: |A| 或记为 det(A).

[置换矩阵] 矩阵的元素仅为 0 和 1, 且每行和每列仅有一个非零元素. 记为 Π.

[特殊的矩阵]

非奇异矩阵: |A| ̸= 0; 对称矩阵: A = AT ; 正交矩阵: A−1 = AT ;

零矩阵: aij = 0(i, j = 1, 2, ..., n); 对角矩阵: aij = 0(i ̸= j);

对角占优: ∀i ∈ [1, n], |aii| ≥
n∑

j=1,j ̸=i
|aij|; 严格对角占优: ∀i ∈ [1, n], |aii| >

n∑
j=1,j ̸=i

|aij|;

三对角矩阵: aij = 0, |i− j| > 1; 上三角矩阵: aij = 0, (i > j); 下三角矩阵: aij = 0, (i < j);

Hermite 矩阵: A = AH , (H 表示复共轭转置); 酉矩阵 (幺正矩阵): AAH = AHA = I;

正规矩阵: AAH = AHA. 对角矩阵, 实对角矩阵, 正交矩阵, Hermite 矩阵, 酉矩阵都是正
规矩阵.

[矩阵不可约] 若不存在置换变换 ΠAΠ−1, 使得 A 简化为

(
P O

R Q

)
, 其中 P 和 Q 分别为 p 阶

和 q 阶方阵, p+ q = n, O 是 p× q 零矩阵, 则称矩阵 A 不可约.

[块对角矩阵] 若 A =


B1

B2

...

BS

, 其中 Bk(k = 1, 2, ..., s) 是方阵 (阶数不必相等), 则

称 A 为块对角矩阵.

[相似] 相似矩阵的行列式相等.

[相似变换] 两个矩阵 A 和 B 相似, 若对某非奇异矩阵 S, 有 B = S−1AS. S−1AS 是 A 的相似
变换.

[酉相似] 若存在酉矩阵 U , 使得 UHAU = U−1AU = B, 则称 A 酉相似于 B.

[矩阵的特征方程与特征值] A 的特征方程是 |A− λI| = 0. A 的特征值是特征方程的根 λi(i =

1, 2, ..., n). 通常特征向量指右特征向量.

右特征向量: 对每个 λi, 右特征向量 x⃗(i) 由 Ax⃗(i) = λix⃗
(i), x⃗(i) ̸= 0 给出.

左特征向量: 对每个 λi, 左特征向量 y⃗(i) 由 y⃗(i)
T
A = λiy⃗

(i)T 或 AT y⃗(i) = λiy⃗
(i), y⃗(i) ̸= 0 给

出. 在复数域, 则由 y⃗(i)
H
A = λiy⃗

(i)H 给出.
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3. 矩阵的重要性质与定理

[Jordan 子矩阵 (Jordan 块)] A 的 Jordan 子矩阵 (Jordan 块) 是如 Ji =


λi

1 λi

... ...

1 λi


的矩阵形式, 其中 λi 是 A 的特征值.

[Jordan 标准形] A 的 Jordan 标准形是由 Jordan 块构成的分块对角矩阵, 它是唯一的块排列
方式. 任何矩阵 A 可以通过相似变换 S 被简化成 Jordan 标准形 J = S−1AS, 其中 J 的对角元是
A 的特征值.

若 A 有 n 个相异的特征值, 则它的 Jordan 标准型是对角形式, 且它的 n 个特征向量是线
性无关的, 它们形成一个完备的特征向量系并张成 n 维空间.

若 A 没有 n 个相异的特征值, 可以有或没有 n 个无关的特征向量.

若两个矩阵 A 和 B 可交换, 并有对角 Jordan 形式, 则它们有一个完全的联合特征向量.

[n 阶对称矩阵的性质] n 阶对称矩阵 A 有 A = AT , A 有:

一个对角 Jordan 标准形;

n 个实特征值;

n 个相互正交的特征向量;

若 A 和 B 是对称的, 且 AB = BA, 则 AB 是对称的.

[复向量的内积]对于 n维复向量 x⃗ = (x1, x2, ..., xn)和 y⃗ = (y1, y2, ..., yn), 内积 (x⃗, y⃗) =
n∑
i=1

xiȳi,

其中 ȳi 是 yi 的复共轭.

对任意 n 阶复矩阵 A, 有 (x⃗, Ay⃗) = (AH x⃗, y⃗) 成立.

[正定矩阵]

若 A 是实矩阵, x⃗ 是复向量, 则当 (x⃗, Ay⃗) > 0 对所有的 x⃗ ̸= 0⃗ 成立时, A 是正定的. 此时,
A 是对称的. 其中 (x⃗, Ax⃗) 是实数.

若 A 是实矩阵, x⃗ 是复向量, 则当 (x⃗, Ax⃗) > 0) 对所有 x⃗ ̸= 0⃗ 成立时, A 正定. 但 A 不一
定对称.

若 (x⃗, Ax⃗) ≥ 0 其中等号至少对一个 x⃗ ̸= 0⃗ 成立, 则 A 半正定.
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[三对角矩阵的特征值] 若 A 是一个 N 阶三对角矩阵


a b

c a ...

... ... b

c a


N×N

, 其中 a, b, c 是实数,

bc > 0, 则:

A 的右特征值为 λs = a+ 2b
√

c
b

cos sπ
N+1

, s = 1, 2, ..., N , 对应的右特征向量为 x⃗s = (xj)s =(
c
b

) j
2 sin jsπ

N+1
, j, s = 1, 2, ..., N . 右特征向量构成右特征矩阵的列 (s = 1, ..., N), 矩阵元素为 X =

(xjs) =
(
c
b

) j
2 sin jsπ

N+1
, j, s = 1, 2, ..., N .

A 的左特征值为 γs = a + 2c
√

b
c

cos sπ
N+1

, s = 1, 2, ..., N , 对应的左特征向量为 y⃗s = (yj)s =

2
N+1

(
b
c

) j
2 sin jsπ

N+1
, j, s = 1, 2, ..., N . 左特征向量构成左特征矩阵的行 (s = 1, ..., N), 矩阵元素为

Y = X−1 = (ysj) =
2

N+1

(
b
c

) j
2 sin jsπ

N+1
, j, s = 1, 2, ..., N .

[特殊三对角矩阵的特征值]

三对角矩阵


1 −1

−1 2 −1

... ... ...

−1 2 −1

−1 2


N×N

的特征值为 λs = 2− 2 cos (2s−1)π
2N+1

, s = 1, ..., N ,

特征向量为 x⃗j = cos (2s−1)πx̂j
2

, x̂j =
2j−1
2N+1

, j, s = 1, ..., N .

三对角矩阵


2 −2

−1 2 −1

... ... ...

−1 2 −1

−1 2


N×N

的特征值为 λs = 2− 2 cos (2s−1)π
2N

, s = 1, ..., N ,

特征向量为 x⃗j = cos (2s−1)πx̂j
2

, x̂j =
j−1
N
, j, s = 1, ..., N .

三对角矩阵


2 −2

−1 2 −1

... ... ...

−1 2 −1

−2 2


N×N

的特征值为 λs = 2−2 cos sπ
N−1

, s = 0, 1, ..., N−

1, 特征向量为 x⃗s = cos(sπx̂j), x̂j = j−1
N−1

, j = 1, ..., N ; s = 0, 1, ..., N − 1.
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[Gerschgorin 圆盘定理]矩阵 A ∈ Cn×n 的特征值位于复平面上 n个圆盘的并集中 |λ−ass| ≤
n∑

j=1,j ̸=s
|asj|, s = 1, 2, ..., n.

注意: Gerschgorin 圆盘定理只给出了特征值所在的范围, 但并不说明每个圆中都有特征
值.

[谱半径] 设矩阵 A ∈ Cn×n, 特征值为 λi(1 ≤ i ≤ n), 则称 ρ(A) = max
i

|λi| 为矩阵 A 的谱半径.

一般, ρ(A) 是复平面内中心在原点, 包含 A 的所有特征值的最小圆盘的半径.

由 Gerschgorin 定理, ρ(A) ≤ min
(

max
i

∑
j

|aij|;max
j

∑
i

|aij|

)
.

[Taussky 定理] 设矩阵 A ∈ (aij) ∈ Cn×n 是严格对角占优矩阵, 则 A 非奇异.

TODO

原书 21 页内容略过, 下页内容从 28 页开始.
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4. 向量和矩阵的范数

[范数] 向量 x⃗ 的范数 (或模)||x⃗|| 是一个非负实数, 满足下列性质:

正定性: ||x⃗|| > 0, x⃗ ̸= 0⃗; 齐次性: ||cx⃗|| = |c|||x||, c 为任何复数;

三角不等式: ||x⃗+ y⃗|| ≥ ||x⃗||+ ||y⃗||.

[p− 范数] ||x⃗||p = (|x1|p + |x2|p + ...+ |xn|p)
1
p , p = 1, 2, ...,∞, 其中 x⃗ = (x1, x2, ..., xn)

T .

常见简单 p− 范数: 1-范数, 2-范数 (Euclid 范数), ∞− 范数.

[∞− 范数] ||x⃗||∞ = max
i

|xi|.

[矩阵范数] 矩阵的范数是一个非负实数, 满足下列性质:

正定性: ||A|| > 0, 若 A ̸= 0; 齐次性: ||cA|| = |c|||A||, c 为任何复数;

三角不等式: ||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||; 相容性: ||AB|| ≤ ||A||||B||.

注意, 虽然向量的 1− 范数推广到矩阵范数满足上述条件, 但并非所有的 p− 范数 (含 ∞−
范数) 都能推广到矩阵范数.

[Frobenius 范数 (Euclid 范数)] 对于复数域上的 n 阶矩阵 A = (aij) 的 Frobenius 范数为

||A||F =

(
n∑

i,j=1

|aij|2
) 1

2

. 该范数是向量范数的推广.

[向量范数与矩阵范数的相容性] 如果 ||A|| 与 |x⃗|| 满足 ||Ax⃗|| ≤ ||A||||x⃗||, x⃗ ̸= 0⃗, 则称矩阵范数
||A|| 与向量范数 ||x⃗|| 相容.

[矩阵诱导 p− 范数] 由向量 p− 范数 ||x⃗||p 所诱导的矩阵范数称为矩阵诱导 p− 范数 ||A||p =
sup

||x⃗||p ̸=0

||Ax⃗||p
||x⃗||p = sup

||x⃗||p=1

||Ax⃗||p, 1 ≤ p ≤ ∞.

该式表示当 x⃗ 在模 || · ||p 为 1 的向量集上变化时, 矩阵 A 的模是向量 Ax⃗ 模的上确界.

[常见简单矩阵诱导 p− 范数]

列和范数 (p = 1): ||A||1 = sup
||x⃗||1=1

||Ax⃗||1 = max
j

∑
i

|aij|;

谱范数 (p = 2): ||A||2 = sup
||x⃗||2=1

||Ax⃗||2 =
√
ρ(AHA) =

√
λmax(AHA), 其中 λmax(A

HA) 表

示矩阵 AHA 特征值的最大值, 即 ||A||2 是 A 的最大特征值.

行和范数 (p = ∞): ||A||∞ = sup
||x⃗||∞=1

||Ax⃗||∞ = max
i

∑
j

|aij|. ||A||1 = ||AT ||∞.

TODO

原书 30 页内容略过, 下页内容从 37 页开始.
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5. 常用定理

[实系数多项式的根的绝对值不超过 1]

定理 1: 实系数二次方程 x2 − bx− c = 0 的两根按模不大于 1 且其中至少有一根按模严格
小于 1 的充要条件是 |b| < 1− c, |c| < 1. 条件也可写为 |b| ≤ 1− c < 2.

定理 2: 实系数二次方程 x2−bx−c = 0的两根按模不大于 1的充要条件是 |b| ≤ 1−c, |c| ≤
1. 条件也可写为 |b| ≤ 1− c ≤ 2.

[插值数值积分公式] 设 f(x) 为有限区间 [a, b] 上的可积函数, 要近似计算
´ b
a
f(x)dx. 其插值

求积公式为 In(f) =
n+1∑
i=1

Aif(xi), 其中 Ai =
´ b
a
li(x)dx, i = 1, ..., n + 1, li(x) = wn+1(x)

(x−xi)w′
n+1(xi)

, i =

1, ..., n+ 1, wn+1 = (x− x1)(x− x2)...(x− xn+1).

对于有 n+ 1 阶连续导数的 f(x), 离散误差为 En(f) =
´ b
a
f (n+1)(ξ)
(n+1)!

wn+1(x)dx.

[Newton-Cotes型求积公式]若插值求积公式的结点为等距结点 h = xi+1−xi = b−a
n

,则称为 n

阶Newton-Cotes型求积公式, Ai称为 Cotes系数. 此时 x = a+th, Ai = (−1)n+1−i h
(i−1)!(n+1−i)!

´ n
0
t(t−

1)...(t− n)dt, i = 1, ..., n+ 1.

当 n 为偶数时, 离散误差为: En(f) = hn+3f (n+2)(η)
(n+2)!

´ n
0
t2(t− 1)...(t− n)dt, η ∈ (a, b);

当 n 为奇数时, 离散误差为 En(f) =
hn+2f (n+1)(η)

(n+1)!

´ n
0
t(t− 1)...(t− n)dt, η ∈ (a, b)

[梯形公式] 当插值求积公式的 n = 1 时, 有两个结点 x1 = a, x2 = b, 此时 A1 = (−1)(b −
a)
´ 1

0
(t− 1)dt = b−a

2
, A2 = (b− a)

´ 1
0
tdt = b−a

2
. I1(f) = b−a

2
[f(a) + f(b)].

梯形公式的离散误差为 E1(f) = − (b−a)3
12

f ′′(ξ), ξ ∈ (a, b).

[Green 公式] 设 Ω 是平面中具有分段光滑边界 ∂Ω 的有界开区域, u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄), 则˜
Ω

u∆vdxdy =
´
∂Ω
u ∂v
∂n
ds−

˜
Ω

∇u · ∇vdxdy,
˜
Ω

(u∆v − v∆u)dxdy =
´
∂Ω

(
u ∂v
∂n

− v ∂u
∂n

)
ds, 其中 ∂u

∂n
表

示函数 u 在 ∂Ω 上沿外法向 n 的导数, ∆ 为 Laplace 算子, ∇ 为梯度算子. 前者被称为第一 Green
公式, 后者被称为第二 Green 公式.
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