
二.有限差分近似基础

1.网格及有限差分记号

[双变量函数的有限差分记号 (举例)] 对于只涉及空间和时间的函数 u(x, t), 考虑初边值问题

∂u
∂t

= v ∂2u
∂x2 , x ∈ (0, 1), t > 0

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1]

u(0, t) = a(t), u(1, t) = b(t), t ≥ 0

f(0) = a(0), f(1) = b(0), v > 0(v ∈ C)

的求解.

1. 首先将求解区域用网格划分. 用时间间隔 ∆t 和空间间隔 ∆x 的两组平行于坐标轴
的直线把求解区域网格化, 两组直线的交点称为网格的结点. 用 un

j (j = 0, 1, ...,M) 表示 u 在点
(j∆x, n∆t)(记为 (j, n))处的近似值;

2. 对问题进行近似, 利用 ∂u(x,t)
∂t

= lim
∆t→0

u(x,t+∆t)−u(u,t)
∆t

:

对于 ∂u(j∆x,n∆t)
∂t

的合理近似是 ∂u(j∆x,n∆t)
∂t

≈ un+1
j −un

j

∆t
;

对于 ∂2u(j∆x,n∆t)
∂x2 的合理近似是 ∂2u(j∆x,n∆t)

∂x2 ≈

(
∂u
∂x

)n

j+1
2

−
(

∂u
∂x

)n

j− 1
2

∆x
≈

unj+1−unj
∆x

−
unj −unj−1

∆x

∆x
≈

un
j+1−2un

j +un
j−1

∆x2 ;

方程的近似为



un+1
j −un

j

∆t
= v

un
j+1−2un

j +un
j−1

∆x2 ⇒ un+1
j = un

j + v ∆t
∆x2 (uj+1 − 2un

j + un
j−1)

u0
j = f(j∆x), j = 0, 1, ...,M,

un+1
0 = a((n+ 1)∆t), n = 0, 1, ...,

un+1
M = b((n+ 1)∆t), n = 0, 1, ...

2.空间导数近似

[空间导数差分近似 (基本举例)] 假定 u(x, t)对 x可微, 考虑 u(x, t)在 t处对 x的偏微分近似, t
不变而省略. 记 x = j∆x, u(x+ k∆x) = u(j∆x+ k∆x) = uj+k.

对 x做 Taylor展开 uj+k =
∑
n=0

(
∂nu
∂xn

)
j

1
n!
(k∆x)n, 同理


uj+1 =

∑
n=0

(
∂nu
∂xn

)
j

1
n!
∆xn

uj−1 =
∑
n=0

(
∂nu
∂xn

)
j

1
n!
(−∆x)n

.

当∆x足够小时,可取
(
∂u
∂x

)
j
的合理近似

(
∂u
∂x

)
j
≈



uj+1−uj

∆x
=

∑
n=1

1
n!

(
∂nu
∂xn

)
j
∆xn−1

uj−uj−1

∆x
=

∑
n=1

1
n!

(
∂nu
∂xn

)
j
(−∆x)n−1

uj+1−uj−1

2∆x
=

∑
)n = 1 1

(2n−1)!

(
∂2n−1u
∂x2n−1

)
j
∆x2n−2

.

同理
(

∂2u
∂x2

)
j
≈ uj+1−2uj+uj−1

∆x2 =
∑
n=1

2
(2n)!

(
∂2nu
∂x2n

)
j
∆x2n−2.
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[一阶单边差分近似] 形如
(
∂u
∂x

)
j
=

uj+1−uj

∆x
+ O(∆x)和

(
∂u
∂x

)
j
=

uj−uj−1

∆x
+ O(∆x)对一阶导数进

行近似, 被称为一阶单边差分近似.

[一阶中心差分近似] 形如
(

∂2u
∂x2

)
j
=

uj+1−uj−1

2∆x
+ O(∆x2)对一阶导数进行近似, 被称为一阶中心

差分近似.

[更高阶精度的差分近似方法 (待定系数法举例)] 考虑二阶导数 ∂2u
∂x2 在点 x = j∆x, x = (j ±

1)∆x, x = (j ± 2)∆x处的 Taylor展开, 可以得到四阶的近似精度.

∆x2
(

∂2u
∂x2

)
j
= c1uj−2 + c2uj−1 + c3uj + c4uj+1 + c5uj +O(∆x6), 其中 c1, ..., c6待定. 将该式

各项在 x = j∆x处 Taylor展开, 整理得到:

∆x2
(

∂2u
∂x2

)
j
= (c1 + c2 + c3 + c4 + c5)uj

+
[
(−2)
1!

c1 +
(−1)
1!

c2 +
0
1!
c3 +

1
1!
c4 +

2
1!
c5

]
(∆x)

(
∂u
∂x

)
j

+
[
(−2)2

2!
c1 +

(−1)2

2!
c2 +

02

2!
c3 +

12

2!
c4 +

22

2!
c5

]
(∆x)2

(
∂2u
∂x2

)
j

+
[
(−2)3

3!
c1 +

(−1)3

3!
c2 +

03

3!
c3 +

13

3!
c4 +

23

3!
c5

]
(∆x)3

(
∂3u
∂x3

)
j

+
[
(−2)4

4!
c1 +

(−1)4

4!
c2 +

04

4!
c3 +

14

4!
c4 +

24

4!
c5

]
(∆x)4

(
∂4u
∂x4

)
j

+
[
(−2)5

5!
c1 +

(−1)5

5!
c2 +

05

5!
c3 +

15

5!
c4 +

25

5!
c5

]
(∆x)5

(
∂5u
∂x5

)
j

+O(∆x6) =
∑
n=1

2
(2n)!

(
∂2nu
∂x2n

)
j
∆x2n.

比较两边系数, 得到线性代数方程组


1 1 1 1 1

−2 −1 0 1 2

4 1 0 1 4

−8 1 0 1 8

16 1 0 1 16




c1

c2

c3

c4

c5

 =


0

0

2

0

0

.

解得
(
c1 c2 c3 c4 c5

)
=

(
− 1

12
4
3

−5
2

4
3

− 1
12

)
因为解使

(
∂5u
∂x5

)
j
的系数为零, 所以

(
∂2u
∂x2

)
j
=

−uj−2+16uj−2−30uj+16uj+1−uj+2

12∆x2 + O(∆x4)是四

阶精度近似.
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3.导数的算子表示

[差分算子]

∆x前差算子: ∆xuj = uj+1 − uj;

∇x后差算子: ∇xuj = uj − uj−1;

δx中心差分算子: δxuj = uj+ 1
2
− uj− 1

2
;

Tx移位算子: Txuj = uj+1;

µx平均算子: µxuj =
1
2
(uj+ 1

2
+ uj− 1

2
);

Dx一阶偏导数算子: Dx = ∂
∂x

;

I 恒等算子: Iuj = uj.

[差分算子用位移算子的表示]

∆x = Tx − I, Tx = ∆x + I;

∇x = I − T−1
x , Tx = (I −∇x)

−1;

δx = T
1
2
x − T

− 1
2

x ;

δ2x = Tx − 2I + T−1
x ;

µxδx = 1
2
(Tx − T−1

x );

µ2
x = 1

4
(Tx + 2I + T−1

x );

Tx = I + 1
2
δ2x + µxδx. 由 δ2x = Tx − 2I + T−1

x 和 µxδx = 1
2
(Tx − T−1

x )得.

[一阶偏导数算子的表示] Dx =



1
h

lnTx

1
h

∑
i=1

(−1)i+1 1
i!
∆i

x ⇐ Tx = ∆x + I

1
h

∑
i=1

1
i!
∇i

x ⇐ Tx = (I −∇x)
−1

1
h
µx

∑
i=1

(−1)i+1 δ2i−1
x

(2i−1)!
⇐ µ2

x = 1
4
δ2x + I ⇐ δx = T

1
2
x − T

− 1
2

x

1
h

[
δx − 1

24
δ3x +

3
640

δ5x...
]
⇐ 2

h
sinh−1 δx

2

对 uj+1在 uj 展开: uj+1 = uj +
h
1!

(
∂u
∂x

)
j
+ h2

2!

(
∂2u
∂x2

)
j
+ ... = (I + h

1!
Dx +

h2

2!
D2

x + ...)uj.

其中 h为空间步长. 即 uj+1 = Txuj = ehDxuj, 得 Tx = ehDx . 结论 Dx = 1
h

lnTx.

[r阶偏导数算子的表示] Dr
x = 1

hr



∆r
x − r

2
∆r+1

x + r(3r+5)
24

∆r+2
x − ...

∇r
x +

r
2
∇r+1

x + r(3r+5)
24

∇r+2
x + ...

µxδ
r
x − r+3

24
µxδ

r+2
x + 5r2+52r+135

5760
µxδ

r+4
x − ..., r = 2i+ 1

δ2x − r
24
δr+2
x + r(5r+22)

5760
δr+4
x − ..., r = 2i
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[一阶偏导数算子的 Pade差分近似] Dx =



1
h

[
∆x − ∆2

x

2
+O(∆3

x)
]
= 1

h
∆x

1+∆x
2

+O(h2)

1
h

[
∇x +

∇2
x

2
+O(∇3

x)
]
= 1

h
∇x

1−∇x
2

+O(h2)

1
h

[
µxδx − 1

6
µxδ

3
x +O(δ5x)

]
= 1

h
µxδx

1+
δ2x
6

+O(h4)

1
h

[
δx − 1

24
δ3x +O(δ5x)

]
= 1

h
δx

1+
δ2x
24

+O(h4)

.

二阶偏导数算子的 Pade差分近似: D2
X =



1
h2

∆2
x

1+∆x
+O(h2)

1
h2

∇2
x

1−∇x
+O(h2)

1
h2

µ2
xδ

2
x

1+ 1
3
δ2x

+O(h4)

1
h2

δ2x
1+ 1

12
δ2x

+O(h4)

.

4.任意阶精度差分格式的建立

[三点二阶导数中心近似的 Taylor级数表 (举例)] 求解
(

∂2u
∂x2

)
j
− 1

∆x2 (auj−1 + buj + cuj+1) =?

对每一项进行 Taylor展开得到 Taylor级数表:

求和项 uj ∆x
(
∂u
∂x

)
j

∆x2
(

∂2u
∂x2

)
j

∆x3
(

∂3u
∂x3

)
j

∆x4
(

∂4u
∂x4

)
j

∆x2
(

∂2u
∂x2

)
j

0 0 1 0 0

−auj−1 −a −a(−1)1 1
1!

−a(−1)2 1
2!

−a(−1)3 1
3!

−a(−1)4 1
4!

−buj −b 0 0 0 0

−cuj+1 −c −c(1)1 1
1!

−c(1)2 1
2!

−c(1)3 1
3!

−c(1)4 1
4!

求解 a, b, c, 即

−1 −1 −1

1 0 −1

−1
2

0 −1
2


a

b

c

 =

 0

0

−1

 ⇒


a = 1

b = −2

c = 1

.

[截断误差] 求和不为零的列.

[截断误差首项] 第一个不为零的项, 记为 Rj.

对于上面的例子, Rj =
1

∆x2

(
− a

24
− c

24

)
∆x4

(
∂4u
∂x4

)
j
⇒ Rj = −∆x2

12

(
∂4u
∂x4

)
j
.
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5.非均匀差分网格

[差分步长] 定义为 hj = xj − xj−1.

[非均匀差分网格 (举例)] 分析热传导方程 ∂u
∂t

= ∂2u
∂x2 在步长 hj 6= hj+1时的一阶差分格式.

取M + 1个结点 a = x0 < x1 < ... < xi < ... < xM = b, 将区间 R = (a, b)分成M 个单元
Rj : xj−1 ≤ x ≤ xj, j = 1, ...,M .

定义 xj− 1
2
=

xj+xj−1

2
, 将 un

j 和 un
j− 1

2

在 x = xj− 1
2
展开:

un
j =

∑
i=0

(xj−x
j− 1

2
)i

i!

(
∂iu
∂xi

)n

j− 1
2

=
∑
i=0

hi
j

2ii!

(
∂iu
∂xi

)n

j− 1
2

.

un
j−1 =

∑
i=0

(xj−1−x
j− 1

2
)i

i!

(
∂iu
∂xi

)n

j− 1
2

=
∑
i=0

(−hj)
i

2ii!

(
∂iu
∂xi

)n

j− 1
2

.

两式做差, 得 un
j − un

j−1 =
∑
i=0

hi
j−(−hj)

i

2ii!

(
∂iu
∂xi

)n

j− 1
2

.

将差精确到 O(h4): un
j − un

j−1 = hj

(
∂u
∂x

)n
j− 1

2

+
h3
j

24

(
∂3u
∂x3

)
j− 1

2

+ O(h4) ≈ hj

(
∂u
∂x

)n
j− 1

2

+

h3
j

24

(
∂3u
∂x3

)n

j
+O(h4), 即 un

j −un
j−1

hj
=

(
∂u
∂x

)n
j− 1

2

+
h2
j

24

(
∂3u
∂x3

)n

j
+O(h3).

同理, 将 un
j+1和 un

j 在 x = xj+ 1
2
展开, 并精确到 O(h4)做差.

得 un
j+1−un

j

hj+1
=

(
∂u
∂x

)n
j+ 1

2

+
h2
j+1

24

(
∂3u
∂x3

)n

j
+O(h3).

将
(
∂u
∂x

)n
j+ 1

2

和
(
∂u
∂x

)n
j− 1

2

在 x = xj 处展开.

(
∂u
∂x

)n
j+ 1

2

=
∑
i=0

hi
j+1

2ii!

(
∂i+1u
∂xi+1

)n

j
.

(
∂u
∂x

)n
j− 1

2

=
∑
i=0

(−hj)
i

2ii!

(
∂i+1u
∂xi+1

)n

j
.

做差并精确到 O(h3)得:
(
∂u
∂x

)n
j+ 1

2

−
(
∂u
∂x

)n
j− 1

2

=
hj+1+hj

2

(
∂2u
∂x2

)n

j
+

h2
j+1−h2

j

8

(
∂3u
∂x3

)n

j
+O(h3).

求 un
j+1−un

j

hj+1
− un

j −un
j−1

hj
=

[(
∂u
∂x

)n
j+ 1

2

−
(
∂u
∂x

)n
j− 1

2

]
+

h2
j+1−h2

j

24

(
∂3u
∂x3

)n

j
+ O(h3), 并在两边同时乘

2
hj+hj+1

.

得 2
hj+hj+1

(
un
j+1−un

j

hj+1
− un

j −un
j−1

hj

)
=

(
∂2u
∂x2

)n

j
+

hj+1−hj

3

(
∂3u
∂x3

)n

j
+O(h2).

方程对 x的截断误差 R(x) =
hj+1−hj

3

(
∂3u
∂x3

)n

j
+O(h2).

对时间有
un+1
j −un

j

∆t
=

(
∂u
∂t

)n
j
+O(∆t), 截断误差 R(t) = O(∆t).
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总截断误差 R(u) = R(x) +R(t) =
hj+1−hj

3

(
∂3u
∂x3

)n

j
+O(h2) +O(∆t).

对于均匀网格 hj = hj+1, 截断误差 R(u) = O(h2) +O(∆t).

原方程的一阶精度差分格式为
un+1
j −un

j

∆t
= 2

hj+hj+1

(
un
j+1−un

j

hj+1
− un

j −un
j−1

hj

)
.

对于均匀网格, 由 R(u) = O(h2) +O(∆t)得差分格式的精度为 O(∆t+ h2)阶.

6.Fourier误差分析

[Fourier误差分析] 对于任意周期函数, 都可以写成其 Fourier分量 eikx的形式, 其中 k为波数.
一个有限差分格式的误差情况可以根据其结果中波数与精确波数的近似情况进行表征.

[修正波数] 经过有限差分的 Fourier分量 ik∗eikx中替代精确波数 k的 k∗.

[对一阶导数的二阶中心差分格式的 Fourier误差分析] 一阶导数
(
∂u
∂x

)
j
的二阶中心差分格式

uj+1−uj−1

2∆x
的修正波数 k∗精确到精确波数 k的二阶精度, 有 k∗ = sin k∆x

∆x
.

精确的 eikx的一阶导数为 deikx

dx
= ikeikx.

对 uj = eikxj 应用
(
∂u
∂x

)
j
=

uj+1−uj−1

2∆x
的二阶中心差分格式, 其中 xj = j∆x, 得:

(
∂u
∂x

)
j
= eik∆x(j+1)−eik∆x(j−1)

2∆x
= eikj∆x

2∆x

(
eik∆x − e−ik∆x

)
= eikj∆x

2∆x
[(cos k∆x+ i sin k∆x)− (cos k∆x− i sin k∆x)] = i sin k∆x

∆x
eikj∆x.

由修正波数的定义
(
∂u
∂x

)
j
= ik∗eikj∆x得 k∗ = sin k∆x

∆x
.

对二阶中心差分格式, k∗近似 k到二阶精度. 有 sin k∆x
∆x

= k − k3∆x2

3!
+ ...

TODO

中心差分算子的对称分解
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