
2022年 10月 21日: 波的偏振

1.矢量波

[单色平面波] 假设电磁波沿 ~ez 方向传播, 其沿 ~ex和 ~ey方向的电场 (或磁场)分量只允许有相位
ϕ不同.

否则合成的电场 (或磁场)强度将存在两个频率分量.

[椭圆的一般方程] 在笛卡尔坐标系下, 曲线 AX2 + BXY + CY 2 +DX + EY + F = 0若满足
B2 < 4AC, 则该曲线表示一个椭圆, 称为椭圆的一般方程.

[椭圆判别式] 对于一般椭圆方程 AX2 +BXY +CY 2 +DX +EY + F = 0, B2 < 4AC, 行列式

∆定义为 ∆ =

 A 1
2
B 1

2
D

1
2
B C 1

2
E

1
2
D 1

2
E F

. 椭圆的判别式为 C∆.

如果 C∆ < 0, 则椭圆为实椭圆;

如果 C∆ > 0, 则椭圆为一个虚椭圆;

如果 C∆ = 0, 则椭圆缩小为一个点.

[椭圆的规范方程] 方程 x2

a2
+ y2

b2
= 1被称为椭圆的规范方程.

规范方程到一般方程的变换关系



A = a2 sin2 θ + b2 cos2 θ

B = 2(b2 − a2) sin θ cos θ

C = a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

D = −2Ax0 −By0

E = −Bx0 − 2Cy0

F = Ax20 +Bx0y0 + Cy20 − a2b2

.

一般方程到规范方程的变换关系



a, b =
−
√

2(AE2+CD2−BDE+(B2−4AC)F )((A+C)±
√

(A−C)2+B2)

B2−4AC

x0 =
2CD−BE
B2−4AC

y0 =
2AE−BD
B2−4AC

θ =


arctg

(
1
B
(C − A−

√
(A− C)2 +B2)

)
, B 6= 0

0, B = 0, A < C

π
2
, B = 0, A > C

上式中坐标 (x, y) 均来自

x = (X − x0) cos θ + (Y − y0) sin θ

y = −(X − x0) sin θ + (Y − y0) cos θ
, 表示 (x, y) 经过平移

(x0, y0)并绕 (x0, y0)旋转 θ.
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[椭圆偏振波]

因为磁场与电场满足 ~∇× ~E = −∂ ~B
∂t
, 所以对于单色波磁场与电场具有相似形式. 这里只需

要讨论电场即可进一步求出磁场表达式.

对于单色平面波, 不妨设 ~E 的两个垂直于传播方向 ~ez 的分量为

Ex = Ex0e
i(kz−ωt+ϕx)

Ey = Ey0e
i(kz−ωt+ϕy)

,

即 ~E = Ex0e
i(kz−ωt+ϕx)~ex + Ey0e

i(kz−ωt+ϕy)~ey.

考虑物理意义, 只取实部 ~E = E1 cos (kz − ωt+ ϕx)~ex + E2 cos (kz − ωt+ ϕy)~ey. 为了简
便, 记 Ex0, Ey0为 E1, E2.

对于给定点 (z, t), 相位 τ(z, t) = kz − ωt + ϕ. 设两电场分量相位表达式中相同的部分
kz − ωt+ ϕ0 = τ0(z, t), 不同的部分 ∆ϕ = ϕy − ϕx, 得 ~E = E1 cos (τ0)~ex + E2 cos (τ0 +∆ϕ)~ey.

提取相位部分, 得到

Ex

E1
= cos(τ0)

Ey

E2
= cos(τ0 +∆ϕ) = cos(τ0) cos(∆ϕ)− sin(τ0) sin(∆ϕ)

.

由 sin2 τ0 + cos2 τ0 = 1消去含 τ0的项得
Ey

E2
= Ex

E1
cos(∆ϕ)±

√
1−

(
Ex

E1

)2

sin(∆ϕ).

提取含有根式的项得 ±
√

1−
(
Ex

E1

)2

sin(∆ϕ) = Ey

E2
− Ex

E1
cos(∆ϕ).

两边同时取二次方得
(
Ex

E1

)2

+
(
Ey

E2

)2

− 2ExEy

E1E2
cos∆ϕ = sin2∆ϕ.

或 E2
2E

2
x + E2

1E
2
y − 2E1E2 cos∆ϕExEy − E2

1E
2
2 sin2∆ϕ = 0

因为 22 cos2∆ϕ − 4 = 4(cos2∆ϕ − 2)且 cos2∆ϕ ∈ [0, 1], 所以该表达式描述的点 (Ex, Ey)

在一个椭圆上.

对比椭圆的一般方程, 有 A = E2
2 , B = −2E1E2 cos∆ϕ,C = E2

1 , D = E = 0, F =

−E2
1E

2
2 sin2∆ϕ.

由变换关系变换到规范方程有关系


θ = arctg

(
E2

2−E2
1+K

2E1E2 cos∆ϕ

)
a2, b2 = 1

2
(E2

1 + E2
2 ±K)

x0, y0 = 0

.

其中 K =
√
E4

1 + E4
2 + 2E2

1E
2
2 cos2∆ϕ.

如果设 δ = ∆ϕ,Ex = X,Ey = Y,Eξ = x,Eη = y, θ = ψ,Ea = a,Eb = b, δ1 = ϕx, δ2 =

ϕy, τ = τ0 − ϕ, 即得书上的表达式:Eξ = Ex cosψ + Ey sinψ = Ea cos(τ + δ2 − δ1)

Eη = −Ex sinψ + Ey cosψ = Eb sin(τ + δ2 − δ1)
,

Ex = E1 cos(τ + δ1)

Ey = E2 cos(τ + δ2)
.
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[椭圆偏振波的能流矢量] 真空中,
∣∣∣~S∣∣∣ =

∣∣∣√ ε0
µ0
E2

0~ek

∣∣∣ ∝ E2
0 = E2

1 + E2
2 = E2

a + E2
b . 因为

ψ =< Ea, Ex >=< Eb, Ey >是任意的, 所以椭圆偏振波的能流矢量大小总是正比于两个相互正交
方向上的分量的平方和.

使用 CGS高斯单位制时, S = E2
0 = E2

1 + E2
2 = E2

a + E2
b .

由

Eξ = Ex cosψ + Ey sinψ = Ea cos(τ + δ2 − δ1)

Eη = −Ex sinψ + Ey cosψ = Eb sin(τ + δ2 − δ1)
,

Ex = E1 cos(τ + δ1)

Ey = E2 cos(τ + δ2)

得:

E1 cos(τ + δ1) cosψ + E2 cos(τ + δ2) sinψ = Ea cos(τ + δ2 − δ1)

−E1 cos(τ + δ1) sinψ + E2 cos(τ + δ2) cosψ = Eb sin(τ + δ2 − δ1)
.

TODO

消去 τ, ψ.

得到 E2
a + E2

b = E2
1 + E2

2 .

[偏振方向] 偏振方向定义为沿传播方向, 电场的旋转方向, 由电场分量的相位差 ∆ϕ确定.

对于空间直角坐标系中沿 ~ez 方向传播的电磁波, 如果 Ex 相位先于 Ey(即 sin∆ϕ < 0), 则
经过 t时间后在位置 z的 < ~E,~ex >大于原点处的 < ~E,~ex >. 电场沿传播方向呈左手螺旋. 反之.

[线偏振] 椭圆方程 E2
2E

2
x +E2

1E
2
y − 2E1E2 cos δExEy −E2

1E
2
2 sin2 δ = 0当 δ = mπ,m ∈ Z 时, 退

化为直线方程 E1 = E2. 单色波电场强度 E = lim
T→∞

1
T

� T
0

√
E2
x + E2

ydt =
1√
2

√
E2

1 + E2
2 = E1 = E2.

[圆偏振] 椭圆方程 E2
2E

2
x + E2

1E
2
y − 2E1E2 cos δExEy − E2

1E
2
2 sin2 δ = 0当 δ = (m+ 1)π

2
,m ∈ Z

时, 退化为圆方程 E2
2E

2
x + E2

1E
2
y = E2

1E
2
2 .

椭圆偏振的本轮均轮形式: 将椭圆分解为旋转方向相反的本轮-均轮系统, 并用 Er 和 El分
别表示其中左旋和右旋的部分. 引入变换 Er =

1
2
(Ea+Eb)和 El =

1
2
(Ea−Eb)即将椭圆偏振分解为

两个旋转方向相反的圆偏振.
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2.偏振的矢量描述

[椭圆偏振波中的独立变量] 椭圆偏振波中的独立参量应包括一组正交的电场分量和一个描述
它们相位差的量.

[单色波偏振的参量] 由 τ ∈ (−∞,+∞), 取 τ = 0和 τ = π
2
. 有以下结论:

1.EaEb = E1E2 sin δ.

2.定义 tanα = E1

E2
, 则 tan 2ψ = − tan (2α) cos δ.

3.定义 tanχ = Ea

Eb
, 则 sin 2χ = sin 2α sin δ.

在 τ = 0和 τ = π
2
时,方程

E1 cos(τ + δ1) cosψ + E2 cos(τ + δ2) sinψ = Ea cos(τ + δ2 − δ1)

−E1 cos(τ + δ1) sinψ + E2 cos(τ + δ2) cosψ = Eb sin(τ + δ2 − δ1)
.

变为



E1 cos δ1 cosψ + E2 cos δ2 sinψ = Ea cos δ...(0)

−E1 cos δ1 sinψ + E2 cos δ2 cosψ = Eb sin δ...(1)

E1 sin δ1 cosψ + E2 sin δ2 sinψ = Ea sin δ...(2)

E1 sin δ1 sinψ − E2 sin δ2 cosψ = Eb cos δ...(3)

推导 1: (0)*(3)-(1)*(4), 见 mxm1.wxm中的 Sol1.

推导 2: (0)/(2)+(1)/(3), 见 mxm1.wxm中的 Sol2.

推导 3: 联立 E2
1 + E2

2 = E2
a + E2

b 和 EaEb = E1E2 sin δ.

[Poincaré球] 球坐标系 ~eS, ~e2ψ, ~eπ
2
−2χ.

1.~eπ
2
−2χ分量为 π

2
(位于球面的赤道上): 即 χ = 0, 电场在任意坐标系中 E1, E2不总为 0, 则

δ = 0. 偏振方式为线偏振.

2.~eπ
2
−2χ分量为 0(位于球面的北极点): 即 χ = π

4
, Ea = Eb, 偏振方式为右旋圆偏振.

3.~eπ
2
−2χ分量为 π(位于球面的南极点): 即 χ = −π

4
, |Ea| = |Eb|, 偏振方式为左旋圆偏振.

由 Ea = Eb tanχ,E1 = E2 tanα代入 EaEb = E1E2 sin δ 得: E2
b

E2
2

tanχ
tanα = sin δ, 且 E1 >

0, E2 ≥ 0 ⇒ tanα ≥ 0得: sign(tanχ) = sign(sin δ).

[Stokes参量] 与庞加莱球坐标系的原点重合, 且 ~eV 的方向为 χ = π
4
的直角坐标系 ~eQ, ~eU , ~eV ,

其中 ~eQ × ~eU = ~eV .

Stokes参量的模记为 I, 即 I2 = Q2 + U2 + V 2. 所以下面展示的 4个 Stokes参量只有 3个
是独立的.

Stokes参量下的矢量 ~rS 与 Poincaré球下的 ~rP 满足变换:



S0 = I = S

S1 = Q = S cos 2χ cos 2ψ

S2 = U = S cos 2χ sin 2ψ

S3 = V = S sin 2χ

.
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[Stokes参量的 E1, E2, δ表示]



S0 = I = E2
1 + E2

2

S1 = Q = E2
1 − E2

2

S2 = U = 2E1E2 cos δ

S3 = V = 2E1E2 sin δ

.

由 tan 2α = 2 tanα
1−tan2 α

和 tanα = E1

E2
得: tan 2α = 2E1E2

E2
2−E2

1
.

由 tan2 α = 1
cos2 α − 1得 cosα = 1√

1+tan2 α
, 即 cos 2α = 1√

1+
2E1E2
E2
2−E2

1

=
√

(E2
2−E2

1)
2

(E2
2+E

2
1)

2 =
E2

2−E2
1

E2
2+E

2
1
.

取正交的两个电场分量中较大的为 E2.

由 sin2 α + cos2 α = 1得: sin 2α =

√
1−

(
E2

2−E2
1

E2
2+E

2
1

)2

=
√

4E2
1E

2
2

E4
2+E

4
1+2E2

1E
2
2
= 2E1E2

E2
1+E

2
2
.

由 tan 2ψ = − tan 2α cos δ得: tan 2ψ = 2E1E2

E2
1−E2

2
cos δ.

进一步, cos 2ψ = 1√
1+

4E2
1E

2
2

(E2
1−E2

2)
2 cos2 δ

=
E2

1−E2
2√

(E2
1+E

2
2)

2−4E2
1E

2
2(1−cos2 δ)

=
E2

1−E2
2√

(E2
1+E

2
2)

2−4E2
1E

2
2 sin2 δ

.

由 I = E2
1 + E2

2 得: cos 2ψ =
E2

1−E2
2√

I2−4E2
1E

2
2 sin2 δ

.

进一步, sin 2ψ =
√

1− (E2
1−E2

2)
2

I2−4E2
1E

2
2 sin2 δ

=

√
I2−E2

1−E2
2+2E2

1E
2
2−4E2

1E
2
2 sin2 δ√

I2−4E2
1E

2
2 sin2 δ

= 2E1E2 cos δ√
I2−4E2

1E
2
2 sin2 δ

.

由 sin 2χ = sin 2α sin δ, 得: sin 2χ = 2E1E2

E2
1+E

2
2
sin δ = 2E1E2

I
sin δ.

进一步, cos 2χ =

√
1− 4E2

1E
2
2

I2
sin2 δ = 1

I

√
I2 − 4E2

1E
2
2 sin2 δ.

也可以表示为 cos 2χ =
√

(E2
1 − E2

2)
2 + 4E2

1E
2
2 cos2 δ.

由 S0 = I = S 得: S0 = E2
1 + E2

2 .

由 S1 = Q = S cos 2χ cos 2ψ得: Q = I 1
I

√
I2 − 4E2

1E
2
2 sin2 δ

E2
1−E2

2√
I2−4E2

1E
2
2 sin2 δ

= E2
1 − E2

2 .

由 S2 = U = S cos 2χ sin 2ψ得: U = I 1
I

√
I2 − 4E2

1E
2
2 sin2 δ 2E1E2 cos δ√

I2−4E2
1E

2
2 sin2 δ

= 2E1E2 cos δ.

由 S3 = V = S sin 2χ, 得 V = I 2E1E2

I
sin δ = 2E1E2 sin δ.

[Stokes参量下的偏振特例]

1.线偏振时, χ = 0, 则 Q = I cos 2ψ,U = I sin 2ψ, V = 0.

2.右旋圆偏振时, χ = π
4
, 则 Q = 0, U = 0, V = I.

3.左旋圆偏振时, χ = −π
4
, 则 Q = 0, U = 0, V = −I.
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3.准单色波

[正交函数空间] 如果函数空间 {fi}, i ∈ N , 中的所有函数在区间 [T1, T2] 上满足
� T2
T1
fifjdt =

0, i 6= j, 则称函数空间 {fi}, i ∈ N 中的函数两两正交. 该函数空间被称为正交函数空间.

可以验证, 三角函数空间 {sin(nt)}, n ∈ N∗和 {cos(nt)}, n ∈ N 是正交函数空间.

周期函数总可以在其周期内分解为正交函数的线性组合. 对函数进行周期延拓后分解到
三角函数空间即 Fourier变换.

[连续 Fourier变换] F (ν) =
� +∞
−∞ f(t)e−i2πtνdt.

其逆变换为 f(t) =
� +∞
−∞ F (ν)ei2πνtdν.

[解析信号] 由频域表达式经过 Fourier逆变换得到的时域信号的复数形式被称为解析信号, 其
实部即实际测量的时域信号.

[准单色波] 如果关注信号的带宽 νB = ∆ν 远小于信号的中心频率 νc = ν̄, 即满足 νB
νc
<< 1, 则

称这个带宽为 νB 的信号相对中心频率 νc是准单色波.

[包络线和相位因子]对于一个准单色信号,在时域上总可以视为幅度和相位受包络线A(t)和相
位因子 Φ(t)调制的解析信号 A(t)eiΦ(t).

对于解析信号 f , 包络线 A(t) =
√
Re(f)2 + Im(f)2 =

√
ff ∗ = |f |, 相位因子 Φ(t) =

arctg Im(f)
Re(f)

.

对于中心频率 νc = ν̄ 的信号, 时域表达式变为 f(t) = A(t)ei[Φ(t)−2πνct], 相位因子变 Φ(t) =

2πνct+ arctg Im(f)
Re(f)

.

[波的观测强度]

对于单色解析信号, 其强度 S = f 2 = ff ∗. 准单色波的时间平均值可以近似用这个表达式
表示, 即对于准单色波 V (t)其观测强度 I =< V V ∗ >.

对于准单色波

Ex(t) = a1(t)e
i[Φ1(t)−2πν̄t]

Ey(t) = a2(t)e
i[Φ2(t)−2πν̄t]

,其在 θ方向的分量大小为 E(t, θ) = Ex cos θ+

Ey sin θ, 观测强度为 I(θ) =< E(t, θ)E∗(t, θ) >.

[准单色波的 Stokes参量]对于准单色波

Ex(t) = a1(t)e
i[Φ1(t)−2πν̄t]

Ey(t) = a2(t)e
i[Φ2(t)−2πν̄t]

, 要得到由 E1, E2, δ表示

Stokes参量, 只需要令 E1 =< |a1| >,E1 =< |a2| >, 并对多项式的每一项在时间上求平均.

此时 Q2 + U2 + V 2 = (< a1 >
2 + < a2 >

2)2 ≤ (< a21 > + < a22 >)
2 = I2, 与单色波不同.

[偏振度] 偏振度描述偏振波的庞加莱球偏离半径为 I的球体的程度, p =
√
Q2+U2+V 2

I
.
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[Stokes参量的测量]

由 I = E2
1 + E2

2 = E2
a + E2

b , 得 S0 = I = I(0) + I(π
2
).

如果使测量到的电场分量 Ey 相对 Ex 增加相位移动 ε, 则观测强度 E(t, θ, ε) = Ex cos θ +
Eye

iε sin θ.

通过调整接收设备的角度 θ和相移 ε, 可以测量得到



I(0, 0) = E2
x

I(π
2
, 0) = E2

y

I(π
4
, 0) = 1

2
S + ExEy

I(3π
4
, 0) = 1

2
S − ExEy

I(π
4
, π
2
) = 1

2
(E2

x − E2
y + i2ExEy)

I(3π
4
, π
2
) = 1

2
(E2

x − E2
y − i2ExEy)

.

进而将 Stokes参数近似为



S0 = I = I(0, 0) + I(π
2
, 0) = E2

x + E2
y

S1 = Q = I(0, 0)− I(π
2
, 0) = E2

x − E2
y

S2 = U = I(π
4
, 0)− I(3π

4
, 0) = 2ExEy

S3 = V = I(π
4
, π
2
)− I(3π

4
, π
2
) = i2ExEy

.
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