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波函数和 Schrodinger方程 (作业: 20230309)

1. 波函数的统计解释:

(a) 单色平面物质波 (自由粒子): Ψ = Aei
p⃗·r⃗−Et

h̄ ,非自由情况 Ψ(r⃗, t);

(b) 波函数的物理意义:

i. 物质波不是由粒子组成的 (单电子衍射实验);

ii. 微观粒子不是由波构成的;

• 波函数的几率诠释: 描写粒子状态的波函数是几率波,反应在空间

某处找到粒子的概率大小, dW (r⃗, t) = |Ψ(r⃗, t)| 2dτ = w(r⃗, t)dτ =

Ψ∗Ψdτ ;

(a) w表示在 r⃗附近单位体积内找到粒子的概率;

(b) 波函数也被称为概率幅;

(a) 波函数的性质:

i. 常因子不定性: 波函数乘一个常数,不改变空间各点找到粒子

的概率,即不改变波函数所描写的状态,
∣∣∣Ψ(r⃗1,t)
Ψ(r⃗2,t)

∣∣∣2 = ∣∣∣CΨ(r⃗1,t)
CΨ(r⃗2,t)

∣∣∣2;
ii. 归一化条件:

∫
|Ψ|2dτ = 1;

A. 若波函数的绝对值的平方在全空间不可积,则称这样的波

函数不对应真实的物理状态;

B. 自由粒子的波函数不满足平方可积,单可归一化为 δ(x⃗) =
1

(2πh̄)3

∫∞
−∞ e

i
h̄
x⃗·r⃗dr⃗函数. 自由粒子是真实的物理状态,因此

自由粒子不同于平面波;

iii. 相因子不确定性: |eiδΨ|2 = |Ψ|2;

(b) 波函数的标准条件:

i. 有限性: 满足对整个空间的平方可积,以使波函数可以归一化;

ii. 单值性: 概率密度 (波函数)在空间某一处只能取一个固定值,

即波函数必须是单值函数;

iii. 连续性: 波函数在整个空间必须是连续性;

(c) 态叠加原理: 若 Ψi 是体系的一系列可能状态, 这些态的线性叠加

Ψ =
∑

i ciΨi. ci 为粒子在动量空间的波函数, 是波函数的傅立叶

变换;
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i. 坐标空间的波函数描述粒子 t时刻出现在 r⃗处的概率密度;

ii. 动量空间的波函数描述粒子 t时刻具有动量 p⃗的概率密度;

2. Schrodinger方程 (波函数随时间变化的规律):

(a) 方程建立: 注意, Schrodinger 方程具有公理性, 这里只是建立该方

程,并非推导;

由自由粒子的波函数: Ψ(r⃗, t) = Ae
i
h̄
(p⃗·r⃗−Et) 分别对时间求一阶微

分和对时间求二阶微分得: ∂
∂t
Ψ = − i

h̄
EΨ

∂2

∂x2Ψ = −Ap2x
h̄2 e

i
h̄
(p⃗·r⃗−Et) = −p2x

h̄2 Ψ ⇒ ∇⃗2Ψ = −p2

h̄2Ψ

由 E = p2

2m
,得: ih̄∂Ψ

∂t
= − h̄2

2m
∇⃗2Ψ.

由

EΨ = ih̄ ∂
∂t

(p⃗ · p⃗)Ψ = (−ih̄∇⃗) · (−ih̄∇⃗)Ψ
,得:

E → ih̄ ∂
∂t

p⃗→ −ih̄∇⃗
.

由哈密顿方程 E = p2

2m
+ U(r⃗),两边积分得: ih̄ ∂

∂t
Ψ = [− h̄2

2m
∇⃗2 +

U(r⃗)]Ψ.

(b) 薛定谔方程: ih̄ ∂
∂t
Ψ(r⃗, t) = [− h̄2

2m
∇⃗2 + U(r⃗)]Ψ(r⃗, t);

(c) 一次量子化:

i. 能量算符: E → ih̄ ∂
∂t
;

ii. 动量算符: p⃗→ −ih̄∇⃗;

iii. 哈密顿算符: Ĥ = p̂2

2m
+ U(r⃗);

ih̄ ∂
∂t
Ψ = ĤΨ.

(d) 薛定谔方程的时间与空间坐标处于不同等地位, 不能满足相对论

的协变性. 薛定谔方程是描述微观粒子非相对论性运动的方程;

(e) 量子力学的基本公设: 经典力学中的力学量在量子力学中用相应

的算符表示;

(f) 薛定谔方程的解不一定是归一化的,需要归一化;

i. 归一化保持: d
dt

∫
∞ |Ψ|2dτ =

∫
∞

d
dt
|Ψ|2dτ = 0, 即满足归一化

的波函数按照薛定谔方程随时间演化依然满足归一化;

ii. 几率守恒定律: ∂
∂t
|Ψ|2 + ∇⃗ · J⃗ = 0;

A. 概率流密度矢量: J⃗ = ih̄
2m

[Ψ∇⃗Ψ∗ − Ψ∗∇⃗Ψ],可由归一化保

持推出;
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iii. 质量守恒定律: ∂
∂t
ρm + ∇⃗ · J⃗m = 0;

A. 质量密度: ρm = m|Ψ|2;

B. 质量流密度: J⃗m = mJ⃗ ;

iv. 电荷守恒定律: ∂
∂t
ρq + ∇⃗ · J⃗q = 0;

A. 电荷密度: ρq = q|Ψ|2;

B. 电流密度: J⃗q = qJ⃗ ;

(g) 态叠加原理: 薛定谔方程的解可以是多个波函数的线性组合;

3. 力学量的统计平均值:

(a) 任意物理量算符的期望值: 对于算符 F̂ , 其期望值为: < F̂ >=∫
Ψ∗F̂Ψdτ ;

i. 位置期望值: < r⃗ >=
∫
r⃗|Ψ(r⃗, t)|2dτ =

∫
Ψ∗r⃗Ψdτ ;

ii. 速度期望值: < v⃗ >= d<r⃗>
dt

=
∫
Ψ∗(r⃗, t)[− ih̄

m
∇⃗]Ψ(r⃗, t)dτ ;

A. 边界条件:波函数在无穷远处应该为 0;

iii. 动量期望值: < p⃗ >= m < v⃗ >=
∫
Ψ∗[−ih̄∇⃗]Ψdτ ;

(b) 物理量算符的标准差: σA =

√
< (Â− < A >)2 > =

√
< Â2 > − < A >2,

一般有 < Â2 >≥< A >2;

4. 定态薛定谔方程:

(a) 本征函数的正交性: 对于本征函数 ψn和 ψn,有
∫
ψ∗ψdτ = δmn;

i. 即本征态是哈密顿量所在希尔伯特空间的完备正交归一的基

矢;

(b) 定态薛定谔方程: 哈密顿量不显含时间的薛定谔方程;

求解: ih̄∂Ψ(r⃗,t)
dt

= ĤΨ(r⃗, t)

设: Ψ(r⃗, t) = ψ(r⃗)f(t),则方程变为 ih̄
f
∂f
∂t

= 1
ψ
Ĥψ,即分离为

 ih̄
f
∂f
∂t

= E

Ĥψ = Eψ
;

由态叠加原理,通解为: Ψ(r⃗, t) =
∞∑
n=1

cnψn(r⃗)e
−iEnt

h̄ , n ∈ N∗;

由本征函数的正交性,两边乘ψm并对全空间积分: cm =
∫
ψ∗
mΨ(r⃗, 0);

i. 由归一化要求:
∞∑
n=1

|cn|2 = 1;
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ii. 能量的期望值: < H >=
∞∑
n=1

|cn|2En,能量不显含时间是能量

守恒的体现;

iii. 力学量算符的期望值: < F̂ >=
∞∑
n=1

|cn|2fn;

(c) 广义统计诠释: 当粒子处于由波函数描写的状态时,如果测量粒子

的物理量,所得的结果必然是该物理量算符对应的本征值之一,测

得 fn的概率是 |cn|2. 这个概率表示任意态坍缩到 Ψn的概率;

(d) 束缚态与散射态:

i. 束缚态: 波函数可归一化的物理态,解可由分立的指标 n标记.

即 E < min(V (+∞), V (−∞)),对真实世界 E < 0;

A. 束缚态的能级是分立的,其波函数在无限远处为 0;

ii. 散射态: 波函数不可归一化的物理态 (在无穷远处不为 0),解必

须使用连续指标 k 标记. 即 E > min(V (+∞), V (−∞)),对真

实世界 E > 0;

5. 一维无限深方势阱: V (x) =

0 −a ≤ x ≤ a

∞ x < −a ∪ x > a
,求解定态薛定谔方

程,其能量满足: E = π2n2h̄2

2m(2a)2
, n ∈ N+;

(a) 系统的本征态满足: ψ(r⃗) = A′ sin
(
nπ
2a
(x+ a)

)
=

A sin nπ
2a
x n = 2, 4, 6, ...,

B cos nπ
2a
x n = 1, 3, 5, ...,

, |x| ≤

a;

(b) 归一化因子:A′ = 1√
a
;

(c) 一般解: Ψ(r⃗, t) =
∞∑
n=1

cn
1√
a
sin

(
nπ
2a
(x+ a)

)
e−i

π2n2h̄
8ma2 t;

(d) 量子数: 每一个能级的 n被称为能量量子数;

(e) 基态: 体系能量最低的态被称为基态,在一维无限深方势阱中基态

n = 1;

(f) 宇称对称性: 本征函数的 n分别取奇数和偶数时,波函数分别是奇

函数和偶函数;

6. 波函数连续条件:

(a) 势函数无限: 波函数连续,波函数的一阶导数不连续;
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(b) 势函数有限: 波函数连续,波函数的一阶导数也连续;

7. 一维 δ势阱: V (x) = −αδ(x),有唯一束缚态;

(a) 散射问题: 根据概率流密度矢量守恒,定义透射系数和反射系数求

解;

(b) 一维 δ势垒: V (x) = αδ(x− a), a > 0;

8. 一维有限深方势阱: V (x) =

−V0 |x| < a

0 |a| ≥ a
;

(a) 共振透射:在一维有限高方势垒中,粒子的波长λ = 2π
k2

= h√
2m(E−V0)

时,粒子完全透射而不被势垒反射;

9. 物理系统的对称性:

(a) 奇宇称: ψ(−x) = −ψ(x);

(b) 偶宇称: ψ(−x) = ψ(x);

(c) 对于波函数和算符都可能有对称性;

i. 具有偶宇称势能的系统,具有偶宇称的哈密顿量;

ii. 对于奇宇称势能的系统,系统哈密顿量的宇称不确定;

10. 定态的基本性质:

(a) 如果 ψ = ψ1 +ψ2, ψ1和 ψ2都是实函数,是定态薛定谔方程对应的

能量本征值为 E 的解,则 ψ的实部和虚部都是方程的解;

i. 必要时 (对于厄米的条件),可以全部选择实函数作为定态薛定

谔方程的解;

(b) 对于一维定态薛定谔方程, 如果 ψ1 和 ψ2 是对应某个能量本征

值为 E 的两个线性无关解 (简并态), 则它们的朗斯基行列式满足∣∣∣∣∣ ψ1 ψ2

ψ′
1 ψ′

2

∣∣∣∣∣ = ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1 = constant;

(c) 对于一维定态薛定谔方程, 与任何一个能量本征值相应的线性独

立解最多有两个,即每个能级最多有两个简并态;

i. 对于确定的能级,一维系统的简并度最多为 2;

(d) 对于一维束缚态,所有能级都是非简并的,而且波函数是实数;
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(e) 对于一维束缚定态,如果势能算符为偶宇称,即哈密顿量为偶函数,

则每一个能量本征态 ψE(x)都有确定的宇称性;

i. 置换算符: P̂ 使 P̂ijψ(xj , xi) = ψ(xi, xj),且 P̂ 2
ij = 1;


