
二. 守恒定律

1. 能量守恒 (均匀的时间)

[运动积分] 在力学系统运动过程中, 描述其状态的 2s 个变量 qi, q̇i(i = 1, ..., s) 随时间变化. 但
存在关于这些变量的某些函数, 其值在运动过程中保持恒定, 且仅由初始条件决定. 这样的函数被
称为运动积分.

[守恒量的可加性] 对于几个相互独立部分组成的系统, 守恒量的值等于各个部分相应值之和.

[能量守恒 (时间均匀性)] 系统的能量 E =
∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i

− L 在封闭系统中保持不变, 是运动积分.

由于时间具有均匀性, 封闭系统的拉格朗日函数 L(q, q̇)不显含时间. 拉格朗日函数对时间
的全导数为 dL

dt
=

∑
i

∂L
∂qi

q̇i +
∑
i

∂L
∂q̇i

q̈i.

由拉格朗日方程 (运动方程) d
dt

∂L
∂q̇i

= ∂L
∂qi

, 得 dL
dt

=
∑
i

q̇i
d
dt

∂L
∂q̇i

+
∑
i

∂L
∂q̇i

q̈i =
d
dt

∑
i

(
q̇i

∂L
∂q̇i

)
. 即

d
dt

(∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i

− L

)
= 0.

由此知守恒量 E =
∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i

− L.

[保守系统] 能量守恒的力学系统.

[n 次齐次函数] 满足条件 f(ax1, ..., axs) = anf(x1, ..., xs) 的函数 f 被称为 n 次齐次函数.

[齐次函数的欧拉定理] 对于 f(ax⃗) = anf(x⃗), x⃗ = (x1, ..., xs), 有
∑
i

∂f(x⃗)
∂xi

xi = nf(x⃗).

在 f(ax⃗) = anf(x⃗) 两端对 a 求导, 得
∑
i

∂f(x⃗)
∂axi

xi = nan−1f(x⃗).

令 a = 1 得
∑
i

∂f(x⃗)
∂xi

xi = nf(x⃗).

[封闭系统 (或恒定外场中的系统) 能量守恒] E = T (q, q̇) +U(q) 或 E =
∑
a

mav2a
2

+U(r⃗1, r⃗2, ...),

其中 T 是速度的二次函数.

对于 E =
∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i

− L 中的
∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i

, 利用 L = T (�, q̇) − U(q) 和齐次函数的欧拉定理得∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i

=
∑
i

q̇i
∂T
∂q̇i

= 2T . 代入 E =
∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i

− L 得 E = T (q, q̇) + U(q).
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2. 动量守恒 (均匀的空间)

[动量守恒 (空间均匀性)] 对于封闭力学系统, 其动量 P⃗ =
∑
a

mav⃗a 是运动积分, 保持不变.

由空间的均匀性, 封闭力学系统在空间中整体平移后性质不变.

设无穷小位移 ε⃗ → 0⃗,则 r⃗a → r⃗a+ε⃗. 系统拉格朗日量的变化量 δL =
∑
a

∂L
∂r⃗a

·δr⃗a = ε⃗·
∑
a

∂L
∂r⃗a

.

对于任意 ε⃗, 都有 δL = 0. 即
∑
a

∂L
∂r⃗a

= 0⃗. 由拉格朗日方程 d
dt

∂L

∂̇⃗q
= ∂L

∂q⃗
, 得:

∑
a

d
dt

∂L
∂q⃗a

= d
dt

∑
a

∂L
∂v⃗a

= 0⃗.

有守恒量 (运动积分)P⃗ =
∑
a

∂L
∂v⃗a

. 由封闭系统的拉格朗日函数 L =
∑
a

ma

2
v2a − U(r⃗) 得:

P⃗ =
∑
a

mav⃗a.

[动量分量守恒条件]

没有外场的情况: 动量矢量的三个分量都守恒.

有外场的情况: 如果势能不显含某个笛卡儿坐标, 则相应的该方向的动量分量守恒.

[质点的动量] 无论相互作用是否忽略, 封闭系统的动量都等于系统内所有质点动量 p⃗a = mav⃗a

之和.

[作用与反作用互等定律 (牛顿第三定律)] 对于只有两个质点的封闭系统, 两个质点的相互作用
满足 F⃗1 + F⃗2 = 0⃗.

由
∑
a

∂L
∂r⃗a

= 0⃗ 和 L = T (̇⃗r)− U(r⃗) 得: −
∑
a

∂U
∂r⃗a

= 0⃗, 即 −
∑
a

F⃗a = 0⃗.

对于 a = 2 的系统, F⃗1 + F⃗2 = 0⃗.

[广义动量] 在广义坐标下, 广义动量 pi =
∂L
∂q̇i

. 广义动量在笛卡儿坐标系下是 p⃗a 的分量, 一般
为广义速度 q̇i 的齐次线性函数, 不是质量与速度之积.

[广义力] 广义动量对时间的导数, Fi =
∂L
∂qi

.

[广义拉格朗日方程 (运动方程)]用广义动量和广义力表示拉格朗日方程 d
dt

∂L
∂q̇i

= ∂L
∂qi
为 ṗi = Fi.

[封闭系统的动量相对不同惯性系的取值] 封闭系统的动量相对不同惯性参考系有不同值, P⃗ =

P⃗ ′ + V⃗
∑
a

ma.

惯性系 K ′ 相对 K 以速度 V⃗ 运动, 质点相对两系的速度 v⃗′a 和 v⃗a 满足 v⃗a = v⃗′a + V⃗ .

此时两参考系中质点的动量 P⃗ 和 P⃗ ′ 有: P⃗ =
∑
a

mav⃗a =
∑
a

mav⃗
′
a +

∑
a

maV⃗ .

即 P⃗ = P⃗ ′ + V⃗
∑
a

ma.
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[力学系统相对参考系静止] 若 K ′ 的运动使其中力学系统的动量 P⃗ ′ = 0⃗, 即 K ′ 的速度为

V⃗ = P⃗∑
a
ma

=

∑
a
v⃗a∑
ma
时, 力学系统相对参考系 K ′ 静止.

[质量的可加性] 系统的动量 P⃗ 和系统整体运动速度 V⃗ 的关系可等效视为一个质点的动量与速
度关系, 该点的质量为 µ =

∑
ma.

[质心] 系统的动量可视为系统整体径矢 R⃗ =
∑

mar⃗a∑
ma
对时间的导数. 该点被称为系统的质心.

[封闭系统动量守恒的质心表述] 封闭系统的质心作匀速直线运动.

[内能]整体静止的力学系统的能量 Eint 被称为系统的内能,包括系统内质点相对运动的动能和
相互作用的势能. 系统的总能量 E = µV 2

2
+ Eint.

设力学系统相对惯性参考系 K 和 K ′ 的能量为 E 和 E ′. 由 v⃗ = v⃗′ + V⃗ 得:
E = 1

2

∑
a

mav
2
a + U = 1

2

∑
a

(v⃗′ + V⃗ )2 + U = 1
2

∑
a

mav
′2 + V⃗ ·

∑
a

mav⃗
′ + µV 2

2
+ U

E ′ = 1
2

∑
a

mav
′2 + U

.

即 E = E ′ + V⃗ · P⃗ ′ + µV 2

2
.

对于相对惯性系 K ′ 静止的力学系统, 由 P⃗ ′ = 0, Eint = E ′, 有 E = E ′ + µV 2

2
.

即 E = µV 2

2
+ Eint.

3. 角动量守恒 (各向同性的空间)

[角动量守恒 (空间各向同性)] 对于封闭系统, 其角动量 (动量矩)M =
∑
a

r⃗a × p⃗a 是运动积分,

保持不变 (但其值与原点选择有关).

由于封闭力学系统整体在空间中任意转动时, 力学性质保持不变. 设无穷小转动矢量 δφ⃗,
其大小 δφ → 0⃗, 方向沿转动轴方向.

当系统转动时, 径矢 r⃗ 的增量 δr⃗ 满足 |δr⃗| = r sin θδφ(θ 是径矢与转轴的夹角), 且位移矢
量的方向垂直于过 r⃗ 和 δφ⃗ 的平面, 得 δr⃗ = δφ⃗× r⃗.

对于速度同样有 δv⃗ = δφ⃗× v⃗.

由拉格朗日函数 L = L(r⃗, v⃗) 得:δL =
∑
a

(
∂L
∂r⃗a

· δr⃗a + ∂L
∂v⃗a

· δv⃗a
)
= 0.

由 p⃗a =
∂L
∂v⃗a
和 ˙⃗pa =

∂L
∂r⃗a
得:

∑
a

[̇⃗
pa · (δφ⃗× r⃗a) + p⃗a · (δφ⃗× v⃗a)

]
= 0.

即 δφ⃗ ·
∑
a

(r⃗a × ˙⃗pa + v⃗a × p⃗a) = δφ⃗ · d
dt

∑
a

r⃗a × p⃗a = 0.

上式对任意 δφ⃗ 都成立, 故有守恒量 (运动积分)M⃗ =
∑
a

r⃗a × p⃗a. 因表达式包括径矢, 所以

M⃗ 的值与原点的选择有关.
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[不同坐标系角动量值的不确定性]

设两个坐标系的原点相差径矢 a⃗, 同一点对于两坐标系原点的径矢分别为 r⃗a 和 r⃗′a, 有
r⃗a = r⃗′a + a⃗.

则两系中角动量分别为


M⃗ =

∑
a

r⃗a × p⃗a =
∑
a

r⃗′a × p⃗a + a⃗×
∑
a

p⃗a

M⃗ ′ =
∑
a

r⃗′a × p⃗a
,即 M⃗ = M⃗ ′+ a⃗× P⃗ .

当系统整体静止时, P⃗ = 0⃗, M⃗ = M⃗ ′. 此时角动量的值与原点选择无关.

[不同惯性系的角动量守恒] M⃗ = M⃗ ′ = R⃗× P⃗ .

对于不同惯性系 K 和 K ′, 设 K ′ 相对于 K 的速度为 V⃗ . 假定某时刻两惯性系的原点重
合, 此时质点相对于两系的径矢相同. 质点相对于两系的速度满足 v⃗a = v⃗′a + V⃗ .

质点在两系的角动量为


M⃗ =

∑
a

r⃗a × p⃗a =
∑
a

mar⃗a × v⃗a =
∑
a

mar⃗a × v⃗′a +
∑
a

mar⃗a × V⃗

M⃗ ′ =
∑
a

mar⃗a × v⃗′a

.

即 M⃗ = M⃗ ′ + µR⃗× V⃗ .

若系统相对坐标系 K ′ 静止, 则 V⃗ 是系统质心相对 K 的速度, µV⃗ 是系统相对 K 的总动
量 P⃗ , 即 M⃗ = M⃗ ′ + R⃗× P⃗ .

[内禀角动量] 力学系统在相对其质心静止的参考系中的角动量.

[角动量分量守恒的情况]

1. 封闭系统中, 系统整体的角动量的各个分量守恒;

2. 角动量在外场对称轴上的投影守恒;

3. 在球对称的外场中, 角动量在任意过中心的轴上的投影守恒;

4. 沿 z 轴均匀的外场中, 角动量的投影 Mz 守恒.

[角动量在任意轴的投影] Mz =
∑
a

∂L
∂φ̇a

, 其中 φ 是绕 z 轴的转角.

在柱坐标系 r, φ, z 中,


xa = ra cosφa

ya = ra sinφa

za = za

, v2a = ṙ2a + r2aφ̇
2
a + ż2a.

即 L = 1
2

∑
a

ma(ṙ
2
a + r2aφ̇

2
a + ż2a)− U .

对 L 求 φ̇a 的导数 ∂L
∂φ̇a

=
∑
a

mar
2
aφ̇a. 由 pa = mava = maraφ̇a 得 ∂L

∂φ̇a
=

∑
a

rapa.

由 Mz =
∑
a

rapa 得 Mz =
∂L
∂φ̇a

.
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4. 力学相似性

[运动方程不变的变换] 拉格朗日函数乘任意常数不会改变运动方程. 对于一些情况, 无需求解
运动方程就可以得到有关运动性质的一些结论.

假设势能是坐标的齐次函数, 即势能函数满足 U(αr⃗1, αr⃗2, ..., αr⃗n) = αkU(r⃗i, r⃗2, ..., r⃗n), 其
中 α 是任意常数, k 是函数的齐次次数.

引入变换 r⃗′a = αr⃗a, t
′ = βt. 此时所有的速度 v⃗′a = dr⃗′a

dt′
= α

β
dr⃗a
dt

= α
β
v⃗a, 动能 T ′

a = m
2
v⃗′2 =

m
2

α2

β2 v⃗
′2 = α2

β2Ta, 势能 U ′ = αkU . 此时拉格朗日函数 L′ = T ′ − U ′ = α2

β2T − αkU .

若 α2

β2 = αk 则 L′ = αkL, 运动方程将不变. 条件即 β = α1− k
2 .

变换后, 运动轨迹几何上相似, 但尺寸不同.

不同轨迹上的时间之比满足 t′

t
= β, 轨迹线度之比 l′

l
= α. 由 β = α1− k

2 , 得 t′

t
=

(
l′

l

)1− k
2 .

同理: v′

v
=

(
l′

l

) k
2 , E′

E
=

(
l′

l

)k, M ′

M
=

(
l′

l

)1+ k
2 .

[势能是坐标线性函数的实例]

自由落体: 在均匀重力场中, 势函数是坐标的线性函数 (k = 1), 此时 t′

t
=

√
l′

l
;

开普勒第三定律: 对于两个质点的引力 (或库仑力), 势能与两点间的距离成反比, 即势能
是 k = −1 的齐次函数, 此时 t′

t
=

(
l′

l

) 3
2 .

[位力定理] 如果力学系统在有限空间中运动, 势能是坐标的齐次函数, 则动能和势能的时间平
均值之间存在非常简单的关系 2T̄ =

∑
a

r⃗a · ∂U
∂r⃗a

. 其中
∑
a

r⃗a · ∂U
∂r⃗a
被称为系统的位力.

由 T = T (v2), 根据欧拉齐次函数定理有
∑
a

∂T
∂v⃗a

· v⃗a = 2T . 由 ∂T
∂v⃗a

= p⃗a 得:

2T =
∑
a

p⃗a · v⃗a = d
dt

∑
a

p⃗a · r⃗a −
∑
a

˙⃗pa · r⃗a.

由函数对时间的平均 f̄ = lim
τ→∞

1
τ

´ τ
0
f(t)dt. 若 f(t) 是某个有界函数 F (t) 的全导数, 则

f̄ = 0. 即 f̄ = lim
τ→∞

F (τ)−F (0)
τ

= 0.

若系统在有限空间中运动, 则
∑
a

p⃗a · r⃗a 有界, 表达式 2T̄ = −
∑
a

˙⃗pa · r⃗a.

由 − ∂U
∂r⃗a

= ˙⃗pa 得: 2T̄ =
∑
a

r⃗a · ∂U
∂r⃗a

.

[位力定理的齐次函数情况] 当势能是所有径矢 r⃗a 的 k 次齐次函数时, 2T̄ = kŪ .

等价情况: Ū = 2
k+2

E, T̄ = k
k+2

E.

由位力定理 2T̄ =
∑
a

r⃗a · ∂U
∂r⃗a

, 当势能 U(αr⃗1, ..., αr⃗n) = αkU(r⃗1, ..., r⃗n) 时,
∑
a

r⃗a · ∂U
∂r⃗a

= kŪ .

由 E = Ē = T̄ + Ū , 得: Ū = 2
k+2

E, T̄ = k
k+2

E.
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