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流形

1. 流形: 设 M 是一个 Hausdorff 空间; ∀p ∈ M , 如果存在一个开邻域

O : p ∈ O 与 Rn 或 Cn 中的一个开集同胚,就称M 为实或复的 n−维
流形;

2. 微分流形: 设M 是一个流形,若同时满足:

(a) 存在开覆盖 {Ui|i ∈ I}, φi : Ui → φi(Ui) ∈ Rn, φ−1 : φi(Ui) →
Ui ⊂M ;

(b) 当 Ui ∩ Uj 6= ϕ,下列映射是 C∞ 可微的: ψij = φi ◦ φ−1
j : φj(Ui ∩

Uj) → φi(Ui ∩ Uj);

3. 等价关系: 关系 A ∼ B 是一个等价关系,若同时满足:

(a) 自反性: A ∼ A;

(b) 对称性: A ∼ B, B ∼ A;

(c) 传递性: A ∼ B,B ∼ C ⇒ A ∼ C ;

4. 坐标卡: (Ui, φi)给出微分流形的坐标卡;

(a) 卡集: 坐标卡的全体称为卡集;

(b) 坐标邻域: p ∈ Ui,则 Ui为在 p点的坐标邻域;

(c) 坐标函数: φi,坐标函数在 p点处的值记为 xµ(p),1 ≤ µ ≤ n;

(d) 卡集相容: 如果两个卡集的并仍然是卡集,则称它们相容;

i. 相容性是一种等价关系;

5. Rn 上的 y⃗ = (y1, y2, ..., yn)到 n维单位球面 Sn : {xi ∈ Rn+1|
n+1∑
i=1

x2i =

1}上 x⃗ = (x1, x2, ..., xn, xn+1)的球极投影:

(a) 自北极 (0, 0, ..., 0, 1)的 (南多半球)球极投影: yi = xi

1−xn+1
, ||y||2 =

1+xn+1

1−xn+1
, xi =

2yi

||y||2+1
, xn+1 =

||y||2−1
||y||2+1

;

i. 南多半球: U+ = Sn\{(0, 0, ..., 0,−1)} = {(x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈
Sn|xn+1 6= −1)};

ii. (U±, φ±)坐标函数: φ+ : U+ → Rn, (x1, ..., xn+1) 7→
(

x1

1+xn+1
, ..., xn

1+xn+1

)
;
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(b) 自南极 (0, 0, ..., 0,−1)的 (北多半球)球极投影: yi = xi

1+xn+1
, ||y||2 =

1−xn+1

1+xn+1
, xi =

2yi

||y||2+1
, xn+1 =

1−||y||2
1+||y||2 ;

i. 北多半球: U− = Sn\{(0, 0, ..., 0,+1)} = {(x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈
Sn|xn+1 6= 1)};

ii. (U±, φ±)坐标函数: φ− : U− → Rn, (x1, ..., xn+1) 7→
(

x1

1−xn+1
, ..., xn

1−xn+1

)
;

6. 等价类: 满足同样等价关系的一类关系;

(a) 微分结构: M 所有卡集按照等价类可划分为不同的类,每个类对应

一个微分结构;即相容的卡集定义了M 上相同的微分结构;

7. 齐次坐标: 在 n 维实射影空间 RPn 中, 由 Rn+1 中所有过原点的直线

(x0, x1..., xn) ∈ Rn+1且 (x0, x1..., xn) 6= (0, 0, ..., 0),则称该直线为RPn

的齐次坐标;

(a) 非齐次坐标: 设 Ui 为所有过原点的齐次坐标 xi 6= 0的直线集,定

义非齐次坐标 ξj(i) = xj

xi , 即 ξ(i) = (ξ0(i), ξ
1
(i), ..., ξ

i−1
(i) , ξ

i+1
(i) , ..., ξ

n
(i)).

其中 ξi(i) = 1被省略;

i. Ui中的非齐次坐标实际与齐次坐标的选择无关: 若 x = λy,则

有 xj

xi = yj

yi = ξj(i);

ii. 非齐次坐标提供了 Ui与 Rn之间的同胚 φi : Ui → Rn;

(b) 卡集 {Ui|0 ≤ i ≤ n}的转移函数 ψij : 当 Ui ∩ Uj 6= ϕ,

x = (x0, ..., xn) ∈ Ui ∩ Uj

φi(x) = ξ(i) ∈ φi(Ui ∩ Uj)

φj(x) = ξ(i) ∈ φj(Ui ∩ Uj)

ψij = φi ◦ φ−1
j : ξk(j) 7→ ξk(i) =

xj

xi · ξk(j)
i. 转移函数 ψij 与 Ui ∩ Uj 中点的齐次坐标的选择无关: x =

λy ⇒ xj

xi = yj

yi ;

8. 一般线性群: n维一般线性群是n×n维可逆矩阵的集合,记为GL(n,R);

9. 笛卡尔积: X × Y = {(x, y)|x ∈ X
∧
y ∈ Y };

10. 流形的乘积: 设 M, M̃ 分别为 n, ñ 维微分流形, 各自定义了坐标卡集

{(Ui, φi)}, {(Ũα, φ̃α)}. 则乘积流形M × M̃ 是一个 n + ñ维微分流形,

卡集为 {Ui × Ũα, (φi, φ̃α);
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11. 环面: Tn = S1 × S1 × ...× S1;

12. 封闭群的要素:

(a) 单位元: I ;

(b) 逆元: 元 A与其逆元 A−1之集为单位元 I ;

(c) 满足结合律的乘法 < u, v >: 在该乘法下,构成封闭群;

13. 矩阵构成的李群:

(a) 一般线性群 GL(n,C);

(b) 幺正群 U(n)和 U(p, q): 保持 n−维复向量空间 V ∼= Cn 的内积不

变的变换;

i. < u, v >= ūT · v =
n∑

j=1

ūjv
j ;

ii. < u, v >p,q= −
p∑

i=1

ūiv
i +

q∑
j=1

ūp+jv
p+j ;

(c) 特殊幺正群 SU(p, q) = U(p, q) ∩ SL(n,C);

(d) 正交群 O(n): 在实数集上保持欧几里得内积不变的变换;

(e) 特殊正交群 SO(p, q) = O(p, q) ∩ SL(n,R);

(f) 辛群 Sp(2n,C): 保持向量 y, z ∈ C2n或 R2n的斜积 ω(y, z)不变的

变换:

i. ω(w, z) =
n∑

j=1

(wjz
′
j − w′

jzj);

(g) 幺正辛群 USp(2n) = Sp(2n,C) ∩ U(2n);

14. 矩阵的指数映射: 设A是 n×n矩阵,指数 eA来自幂级数 eA = 1+A+
A2

2!
+ ... =

∞∑
k=0

Ak

k!
;

15. Pauli矩阵: σk =

(
δa3 δa1 − iδa2

δa1 + iδa2 −δa3

)
, k = 0, 1, 2, 3;

16. Lie群流形: (ξa)a=1,...,dimG ∈ RdimG,通过指数映射 g = exp
(
i
dimG∑
a=1

ξaT
a

)
∈

G,T a ∈ g;


