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流形上的微积分

1. 流形间的光滑映射: 微分流形维数 dimM = m, dimN = n, 映射 f :

M → N 的坐标表达满足: M 的卡集 {Ui, φi}, N 的卡集 {Vj , ψj}, ψ ◦
f ◦ φ−1 : Rm → Rn;

(a) 简化记号: y = f(x) = ψ ◦ f ◦ ψ−1(x);

(b) 光滑映射条件: 若从 Rm 到 Rn 的映射 y = ψ ◦ f ◦ φ−1(x) 是 C∞

的,则称 f 为可微映射 (或光滑映射);

(c) 可微性与坐标系的选择无关;

2. 微分同胚映射: 设 f : M → N 是流形之间的同胚映射, 若 y = ψ ◦ f ◦
φ−1(x) 及 x = φ ◦ f−1 ◦ ψ−1(y) 均是 C∞,则 f 是从M 到 N 的微分同

胚映射;

(a) 微分同胚的流形: 设 f : M → N 是流形之间的微分同胚映射, 则

M,N 称为微分同胚的流形,记为M ∼= N ;

(b) 微分同胚是一种等价关系;

(c) M 到自身的微分同胚映射 f :M →M 记作 Diff(M);

3. 李群: 若流形 G 为光滑流形, 且乘法和逆运算都是光滑映射 m : G ×
G→ G,m(g, h) := gh, i : G→ G, i(g) = g−1;

(a) 等价命题: 设 G是具有群结构的光滑流形,如果映射 f : G×G →
G, (g, h) 7→ gh−1 是光滑的,则 G构成李群;

(b) 左作用与右作用: Lg, Rg : G→ G, Lg(g) = gh, Rg(h) = hg;

4. 光滑映射 (函数): M 上的函数 f 定义为从M 到R的光滑映射,在坐标卡

(U,φ)上,函数 f 的局部表达为m−变元的实值函数 f ◦φ−1 : Rm → R;

(a) 光滑函数全体以 F(M) 记;

5. 切向量: M 上的向量由某条曲线 c : (a, b) → M 的切向描述. 设 f :

M → R 是光滑函数, f(c(t))定义了函数 (a, b) → R. 在 t = 0 ∈ (a, b) 处,

函数 f(c(t))的变化率为 df(c(t))
dt

|t=0 =
∂(f◦φ−1)

∂xµ

dxµ(c(t))
dt

|t=0(为了方便,可

以滥用记号 ∂(f◦φ−1)
∂xµ 为 df

dxµ );
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(a) 函数空间上的微分算子: 作用在函数上的微分算子定义为 X ≡
Xµ ∂

∂xµ , 其中 Xµ = dxµ(c(t))
dt

|t=0. 变化率可以记为 df(c(t))
dt

|t=0 =

Xµ ∂f
∂xµ = X[f ];

i. 微分算子 X = Xµ ∂
∂xµ 定义了曲线 c(t) 在点 p = c(0) ∈ M 处

的切向量;

ii. ∂
∂xµ 可以作为向量的基, Xµ 为切向量在这个基底下的分量;

(b) 曲线与切向量之间的对应是多对一的: 若 c1(t), c2(t) 由相同的初

始值 (c1(0) = c2(0) = p)和变化率 (dx
µ(c1(t))
dt

|t=0 = dxµ(c(t))
dt

|t=0),则
它们定义的切向量相同;

i. 切空间: M 中过 p 点的曲线的等价类 1 : 1 对应于 p 处的一个

切向量,其全体构成切空间 TpM ;

ii. 切空间的基: eµ = ∂
∂xµ , 1 ≤ µ ≤ m是 TpM 的一组基 (坐标基),

有 dimTpM = dimM ;

(c) 切向量的构造与坐标系的选择无关: 设 p ∈ Ui ∩Uj 的坐标为 xµ =

Xµ ∂
∂xµ = X̃µ ∂

∂yµ ⇒ Xν ∂yµ

∂xν ;

i. 不同坐标系下的微分算子相差一个雅可比矩阵;

6. 基变换: 利用矩阵 A = (Aµ
i ) ∈ GL(m,R), 可以定义基变换 eµ → êi =

Aµ
i eµ. 其中 êµ 为非坐标基;

7. 线性泛函: 对于线性泛函 f ∈ V , f(λ1 ·v1+λ2 ·v2) = λ1f(v1)+λ2f(v2);

8. 对偶空间: 实向量空间 V 的对偶空间 V ∗ 定义为线性泛函 f : V → R
的全体. 任意 f ∈ V ∗ 完全由它在 V 中的某组基 ei 上的值 f(ei) 确定,

v =
∑
i

λiei⇒f(v) =
∑
i

λif(ei), f 与 {f(ei)}处于同一等价类;

(a) 对偶基: 设 ei ∈ V ∗ 满足 ei(ej) = δij ,则任意 f ∈ V ∗ 可写成 ei 的线

性组合,故 {ei}形成V ∗ 的基,称为 ei 的对偶基, f̄ =
∑
j

f(ej)e
j⇔f̄(ei) =∑

j

f(ei)δ
j
i = f(ei)⇔f̄ = f , dimV ∗ = dimV ;

(b) 内积空间 V , ei 具有幺正性 < ei, ej >= δij ⇒< ei, · >= ei(·);

9. 余切空间: 切空间 TpM 的对偶空间 T ∗
pM 称为余切空间;

(a) 切空间中坐标基 ∂
∂xµ 的对偶基记作 dxµ, dxµ( ∂

∂xν ) =< dxµ, ∂
∂xν >=

δµν = ∂xµ

∂xν ;
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i. 对偶基可以作为微分: < df, ∂
∂xν >=<

∂f
∂xµ dx

µ, ∂
∂xν >=

∂f
∂xν ⇒<

df,X >= X[f ];

(b) 余切空间中的任一元可写成微分 1−形式ω = ωµdx
µ,< ω,Xν ∂

∂xν >=

ωµX
µ;

(c) 余切空间的元 ω 无需参考任何坐标系: 设 p ∈ Ui ∩ Uj , ω =

ωµdx
µ = ω̃νdy

ν⇒ω̃ν = ∂xµ

∂yν ωµ;

i. 不同坐标系下余切空间的元 ω 差一个雅可比矩阵的“逆矩阵”;

10. 张量积: 向量空间 V,W 的张量积 V ⊗W 可以看作 V ×W 模去一组等价

关系: 设 (v, w) ∈ V×W ,等价关系


(v1 + v2, w) ∼ (v1, w) + (v2, w)

(v, w1 + w2) ∼ (v, w1) + (v, w2)

λ · (v, w) = (λ · v, w) = (v, λ · w)

,

则张量积定义为 V ⊗W ≡ V ×W/ ∼;

(a) 张量积V⊗W 中元素 v⊗w的性质:

(λ1v1 + λ2v2)⊗ w = λ1(v1 ⊗ w) + λ2(v2 ⊗ w)

v ⊗ (λ1w1 + λ2w2) = λ1(v ⊗ w1) + λ2(v ⊗ w2)
;

(b) 若 ei, fα 分别构成 V,W 的基, 则 ei ⊗ fα 构成 V ⊗ W 的基, 故

dimV ⊗W = dimV ⊗ dimW ;

11. (q, r)−型张量空间: 在 p ∈M 点处的 (q, r)−型张量空间定义为:Tp(M)qr =

⊗qTp(M) ⊗r T
∗
p (M), T ∈ Tp(M)qr⇒T

µ1...µq
ν1...νr

∂
∂xµ1

⊗ ... ⊗ ∂
∂xµq ⊗ dxν1 ⊗

...⊗ dxνr ;

(a) 张量 T在坐标变换 xµ → yµ = yµ(x) 下是协变的;

(b) 向量场: 当点 p在M 中变动,若相应的向量 V 光滑地变动,就称 V

是M 上的一个向量场; ∀f ∈ F(M) ⇒ V [f ] ∈ F [M ];

i. 向量场 X 在 p点处的值 X|p ∈ Tp(M);

(c) (q, r)− 型张量场: (q, r)− 型张量场的全体记作 T q
r (M);

12. 微分映射: 光滑映射 f : M → N 诱导的微分映射 (push forward)f∗ :

TpM → Tf(p)N . 若 ∀g ∈ F [N ], g◦f ∈ F [M ], ∀V ∈ Tp(M), V [g◦f ] ∈ R,
(f∗V )[g] ≡ V [g ◦ f ](即取坐标卡 (U,φ), (V, ψ)), 则 (f∗V )[g ◦ ψ−1(y)] =

V [g ◦ f ◦ φ−1(x)](即设

x = φ(p)

y = ψ(f(p))
). 其中 V ≡ V µ ∂

∂xµ , f∗V ≡

Wα ∂
∂yα⇒Wα = V µ ∂yα(x)

∂xµ (g = yα);
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(a) 微分映射对高阶逆变张量的作用: 对于 f∗ : Tp(M)q0 → Tf(p)(N)q0,

T = T µ1...µq ∂
∂xµ1

... ∂
∂xµq ∈ Tp(M)q0,则 f∗T = (f∗T )

α1...αq ∂
∂yα1

... ∂
∂yαq ∈

Tf(p)(N)q0, (f∗T )
α1...αq = T µ1...µq ∂yα1 (x)

∂xµ1
...∂y

αq (x)
∂xµq ∈ Tf(p)(N)q0;

(b) 微分映射的链式法则 (流形上): 若 f : M → N , g : N → P 是流形

M,N,P 之间的光滑映射,则复合 g ◦ f : M → P 的微分映射具有

链式,则 (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗;

i. 若用 xµ, yα, zλ 分别表示 p ∈ M, f(p) ∈ N, g(f(p)) ∈ P 的坐

标,则 ((g ◦ f)∗V )λ = ∂zλ(y(x))
∂xµ V µ = ∂zλ

∂yα

∂yα

∂xµV
µ = ∂zλ

∂yα (f∗V )α;

13. 光滑映射诱导的拉回映射: 映射 f : M → N 自然诱导出另一个 (方

向相反的) 拉回映射 (pull back)f∗ : T ∗
f(p)N → T ∗

pM , < f∗ω, V >≡<
ω, f∗V >;

(a) 拉回映射对高阶协变张量的作用: 对于 f∗ : Tf(p)(N)0r → Tp(M)0r ,

其分量形式 (f∗T )µ1...µr
= Tα1...αr

∂yα1

∂xµ1
...∂y

αr

∂xµr
;

(b) 拉回映射的分量形式: (f∗ω)µV
µ = ωα(f∗V )α = ωα

∂yα

∂xµV
µ, 即

(f∗ω)µ = ωα
∂yα(x)
∂xµ ;

(c) 映射法则: (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗;

14. 微分映射和拉回映射推广到 (q, r)− 型张量: 一般而言, f∗ 和 f∗ 不能推

广到混合的 (q, r)− 型张量. 但是当 N = M , f ∈ Diff(M) 时, 因为

f−1 存在且可微, Jacobian矩阵可逆, f∗ 和 f∗ 描述张量在主动坐标变换

下的协变性;

15. 子流形:设 f :M → N 光滑, dimM ≤ dimN ;

(a) 浸入: 称 f 为M 在N 中的浸入,当 f∗ : TpM → Tf(p)N 是单射,即

Jacobian矩阵是满秩的 (rankf∗ = dimM );

(b) 嵌入: 若 f 本身也是单射, 则称 M 为 N 的嵌入, 此时 f(M) 为 N

的子流形;

16. 积分曲线: 任取 M 上的向量场 X ∈ χ(M), 该向量场积分曲线 x(t) 定

义为 x = x(t) 处的切向量恰为 X|x, 在坐标卡 (U,φ) 中用分量表示为
dxµ(t)

dt
= Xµ(x(t));

(a) 集分曲线的初始位置记为 xµ0 = xµ(0);
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(b) 过给定点的积分曲线存在且唯一: 以 σ(t, x0) 表示 t = 0 时初始位

置为 x0 的积分曲线, 则

 d
dt
σµ(t, x0) = Xµ(σ(t, x0))

σµ(0, x0) = xµ0

, 由一阶常

微分方程组解的性质,可知过给定点的积分曲线是存在且唯一的;

i. 积分曲线满足 σ(t, σµ(s, x0)) = σ(s+ t, xµ0 );

(c) 流: 映射 σ : R×M →M 定义了向量场 X ∈ χ(M) 的流;

(d) 微分同胚 (由积分曲线定义): 固定 t ∈ R 时, σt(x) ≡ σ(t, x) 定义了

微分同胚σt :M → N ,即


σt(σs(x)) = σt+s(x) ⇒ σt ◦ σs = σt+s

σ0 = Id

σ−t = (σt)
−1

;

17. 单参数子群: {σt|t ∈ R}构成 (M) 的交换子群,称为单参数子群;

18. 无穷小变换: σµ
ε (x) ≈ xµ + ε

dσµ
t (x)

dt
|t=0 = xµ + εXµ(x);

(a) 无穷小生成元: 向量场 X = Xµ ∂
∂xµ 构成变换 σt 的无穷小生成元;

19. 向量场的流: 给定向量场 X , 与之对应的流 σ 可通过指数映射得到,

σµ(t, x) = xµ +
∞∑

n=1

tn

n!

(
d
ds

)n
σµ(s, x)

∣∣
s=0

= xµ +
∞∑

n=1

tn

n!
Xnxµ

∣∣
s=0

=

exp(tX)xµ;

(a) 流的性质:


σµ(0, x) = exp(0 ·X)xµ = xµ

dσµ(t,x)
dt

= X exp(tX)xµ = d
dt
[exp(tX)xµ]

σ(s, σ(t, x)) = σ(s, exp(tX)x) = exp(sX) exp(tX)x = exp((s+ t)X)x = σ(s+ t, x)

;

(b) 向量场生成的流: 设 σ(t, x), τ(t, x) 是由向量场 X,Y 生成的流, 则
dσµ(s,x)

ds
= Xµ(σ(s, x)), dτµ(t,x)

dt
= Y µ(τ(t, x));

20. Lie 导数: 设 Y |x ∈ TxM 可以沿 σ(s, x) 到临近点 x′ = σε(x), Y |σε(x) ∈
Tσε(x)M ,则Lie导数描述Y 的变化为LXY = lim

ε→0

1
ε

[
(σ−ε)∗Y |σε(x) − Y |x

]
;

(a) Lie 导数的坐标表示: 在坐标卡 (U,φ) 中考虑分量 σµ
ε (x) = xµ +

εXµ(x), 经过无穷小变换后, 用 (σ−ε)∗ 映回 x 处, 代入 Lie 导数得

到 LXY = [Xµ(x)∂µY
ν(x)− Y µ(x)∂µX

ν(x)]eν |x;

(b) Lie 括号: 向量场 X = Xµ ∂
∂xµ , Y = Y µ ∂

∂xµ 的 Lie 括号定义为

[X,Y ] ≡ XY − Y X = [Xµ(x)∂µY
ν(x)− Y µ(x)∂µX

ν(x)]eν |x;
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i. 尽管 XY, Y X 是二阶微分算子, 但其差仍然为一阶算子, 因而

仍是向量场;

ii. 向量场在 Lie括号运算下封闭:

A. 双线性:

[X, c1Y1 + c2Y2] = c1[X,Y1] + c2[X,Y2]

[c1X1 + c2X2, Y ] = c1[X1, Y ] + c2[X2, Y ]
;

B. 斜对称性: [X,Y ] = −[Y,X];

C. Jacobi恒等式: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0;

(c) 链式法则: 设X,Y ∈ χ(M), f :M → N ,则 f∗[X,Y ] = [f∗X, f∗Y ];

i. Lie导数描述了两个流的非对易性质: τµ(δ, σ(ε, x))−σµ(ε, τ(δ, x)) =

εδ[X,Y ]µ;

(d) 对易: LXY = [X,Y ] = 0⇔σ(s, τ(t, x)) = τ(t, σ(s, x));

(e) 微分 1−形式ω ∈ Ω−1(M)的Lie导数LXω ≡ lim
ε→0

1
ε

[
(σε)

∗ω|σε(x) − ω|x
]
,

令 ω = ωµdx
µ 则可展开为 LXω = (Xν∂νωµ + ∂µX

νων)dx
µ;

(f) 对标量函数 f ∈ F(M)的Lie导数LXf ≡ lim
ε→0

1
ε
[f(σε(x))−f(x)] =

Xµ(x) ∂f
∂xµ = X[f ];

(g) 对一般张量场的 Lie导数 LX(Y ⊗ ω) = Y ⊗ (LXω) + (LXY )⊗ ω;

21. 爱尔兰根纲领: 利用群理论和仿射几何对几何学进行形式化;

22. 微分形式: 设 ω ∈ Tp(M)0r 是 r− 阶协变张量, P 是 r 个元素的重排

Pω(V1, ..., Vr) = ω(VP (1), ..., VP (r)), 即对 ω(eµ1
, ..., eµ1

) = ωµ1µ2...µr
有

Pω(eµ1
, ..., eµ1

) = ωµP (1)...µP (r)
. 在 M 空间中 r− 阶协变张量 ω 在 p 点

的微分形式全体记为 Ωr
p(M);

(a) 对称化: Sω = 1
r!

∑
P∈Sr

Pω,反对称化: Aω = 1
r!

∑
P∈Sr

(P )Pω;

23. 楔积: 对于 2− 形式的切矢量基有 dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ,

推广到 r− 形式 dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr =
∑

P∈Sr

(P )dxµP (1) ⊗ ...⊗ dxµP (r) ;

(a) 张量场分量的楔积表示: ω = 1
r!
ωµ1µ2...µr

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr ;

(b) 楔积的性质:

i. 若指标值有相重复,则楔积为 0;

ii. 楔积的指标经过重排,则出现排列的符号因子 (P );
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iii. 楔积对每个因子都是线性的;

(c) 微分形式的维数: 对 ω ∈ Ωr
p(M) 的独立分量的个数为 Cr

m =
m!

r!(m−r)!
,所以 dimΩr

p(M) = m!
r!(m−r)!

= dimΩm−r
p (M);

24. 外积: 由楔积定义映射∧ : (ω, ξ) ∈ Ωq
p(M)×Ωr

p(M) → ω∧ξ ∈ Ωq+r
p (M),

其运算定义为 (ω∧ξ)(V1, ..., Vq+r) =
1

q!r!

∑
P∈Sq+r

(P )×ω(VP (1), ..., VP (q))·

ξ(VP (q+1), ..., VP (q+r));

(a) 分量形式: 对于张量场

ω = 1
q!
ωµ1...µq

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq

ξ = 1
r!
ξµq+1...µq+r

dxµq+1 ∧ ... ∧ dxµq+r

,

外积运算可表示为分量形式 (ω∧ξ)µ1...µq+r
= (q+r)!

q!r!
ωµ1...µq

ξµq+1...µq+r
;

(b) 结合律: ∀ξ, η, ω ∈ Ω∗
p(M),有 (ξ ∧ η) ∧ ω = ξ ∧ (η ∧ ω);

(c) qr− 律: ∀ξ ∈ Ωq
p(M), η ∈ Ωr

p(M),有 ξ ∧ η = (−1)qrη ∧ ξ;

i. 奇形式 ξ, η 的外积反对易, (−1)qr = −1⇒ξ ∧ η = 0;

ii. 偶形式 ξ 与任何形式的 η 的外积对易, ξ ∧ η = η ∧ ξ;

25. 外代数: 微分形式全体在向量空间的运算和外积运算下形成外代数

Ω∗
p(M) = ⊗m

r=0Ω
r
p(M);

26. 外导数 (外微分): 作用在 r− 形式上外导数 dr : Ωr(M) → Ωr+1(M) 定

义为ω = 1
r!
ωµ1...µr

dxµ1∧...∧dxµr ∈ Ωr(M)⇒dω = drω = 1
r!

(
∂

∂xν ωµ1...µr

)
dxν∧

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr ;

(a) 莱布尼兹法则: 设 ξ ∈ Ωq(M), η ∈ Ωr(M), d(ξ ∧ η) = dξ ∧ η +

(−1)qξ ∧ dη;

i. 幂零性: d2 = 0,即 dr+1dr = 0;

ii. 设 f∗ 是协变张量的 pull-back:

A. d(f∗ω) = f∗(dω);

B. f∗(ξ ∧ η) = (f∗ξ) ∧ (f∗η);

(b) 其他性质: 对于 X = Xµ ∂
∂xµ , Y = Y µ ∂

∂xµ ∈ X (M), ω = ωµdx
µ ∈

Ω1(M),有 dω(X,Y ) = X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X,Y ]);

i. 对于 r−形式: dω(X1, ..., Xr+1) =
r∑

i=1

(−1)i+1Xiω(X1, ..., X̂i, ..., Xr+1)+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, ..., X̂i, ..., X̂j , ..., Xr+1);
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27. 内积: 设X ∈ X (M),定义内积 iX : Ωr(M) → Ωr−1(M),运算 iXω(X1, ..., Xr−1) =

ω(X,X1, ..., Xr−1);

(a) 分量形式: iXω = 1
(r−1)!

Xνωνµ2...µr
dxµ2∧...∧dxµr= 1

r!

r∑
s=1

Xµsωµ1...µs...µr
(−1)s−1dxµ1∧

... ∧ d̂xµs ∧ ... ∧ dxµr , d̂xµs 表示抽除该项;

(b) 微分形式的Lie导数: LXω = (diX+iXd)ω = (ωµ∂νX
µ+Xµ∂µων)dx

ν ;

i. r−形式: LXω = Xν 1
r!
∂νωµ1...µr

dxµ1∧...∧dxµr+
r∑

s=1

∂µs
Xν 1

r!
ωµ1...ν...µr

dxµ1∧

... ∧ dxµr ;

ii. 普遍形式: LX = diX + iXd;

28. 复形: 一系列空间之间的一系列线性映射;

(a) 映射的象: 设映射 t : V1 → V2,则记映射 t的象为 Im(t) ⊆ V2;

(b) 映射的核 (原象): 设映射 t : V1 → V2,则记映射 t的原象为Ker(t) ⊆
V1;

(c) de Rham 复型: 对一系列空间 Ωn(M) 之间有一系列映射 dn, 若

Imdr ⊆ Kerdr+1,则称这个复型为 de Rham复型;

i. 恰当形式的拓扑空间可以推出闭形式;

29. 近辛流形 (AS 流形): 如果 2n 维光滑流形 M 上存在一个 2− 形式 ω 满

足非退化条件 ωn := ω ∧ ... ∧ ω 6= 0,则称其为近辛流形;

(a) 非退化条件的其他形式: 将 2− 形式的 ω 展开为分量形式 ω =
1
2
ωµνdx

µ ∧ dxν ,则非退化性等价于 det[ωµν ]2n×2n 6= 0;

(b) 若定义 [ωµν ] :=
1

2nn!
ωµ1ν1

...ωµnνn
ϵµ1ν1...µnνn ,则 det[ω] = [ω]2;

30. 辛流形: 如果 AS流形 (M,ω) 上的辛形式是闭的 dω = 0,则称其为辛流

形;

(a) 辛同胚: 辛流形 (M,ω) 和 (M ′, ω′) 之间的微分同胚映射 f : M →
M ′ 能够保持辛结构 ω = f∗ω′,则称该微分同胚映射为辛同胚;

(b) 自映射保持辛结构的条件: 当辛流形 (M,ω) 上的自映射 σt :M →
M 满足 σ∗

tω = ω⇒LXω = 0 时,则自映射能够保持辛结构;

31. 可定向性: 设 M连通, p ∈ Ui ∩ Uj ⊂ M 有两套局部坐标系 xµ, yα;切空

间 TpM 由 eµ = ∂
∂xµ 或 ẽα = ∂

∂yα 张成 ẽα = ∂xµ

∂yα eµ. J = det[∂x
µ

∂yα ] 的符

号确定相对定向性, J = 1 时, eµ, ẽα 保持定向;
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(a) 可定向流形: 若 M 中任意两个有交集的坐标卡 Ui ∩ Uj 6= ϕ, 存在

Ui 的局部坐标 {xµ} 和 Uj 的局部坐标 {yα}, 使得 J |Ui∩Uj
处处为

正,则称M 是可定向流形;

(b) 可定向流形 M 允许有处处非零的体积形式: 设 h(p) > 0, ω =

h(p)dx1 ∧ ... ∧ dxm ∈ Ωm(M) ∼= Ω0(M) = F(M);

i. 坐标变换: 点 p ∈ Ui∪Uj 的坐标变换定义为ω = h(p) ∂x1

∂yµ1
dyµ1∧

... ∧ ∂xm

∂yµm
dyµm = h(p) det

(
∂xµ

∂yν

)
dy1 ∧ ... ∧ dym;

ii. 不可定向流形上不存在体积形式;

32. 积分的引入: 当流形 M 是可定向的时, 才能对其上的微分形式进行积

分;

(a) (TODO)m− 元积分: 函数 f :M → R 在流形上积分可以通过体积

元ω定义. 在坐标卡Ui 上构建积分,将其定义为普通维欧氏空间中

开集φi(Ui)上的m−元积分
∫
Ui
fω =

∫
φ(Ui)

f(φ−1
i (x))h(φ−1

i (x))dx1...dxm;

i. 存在的问题:

A. 开覆盖 {Ui|i ∈ I} 的指标集 I 未必可数, 更不一定是有限

集;

B. 即使存在有限的开覆盖 (如紧致流形), 仍有在 Ui ∩ Uj 6= ϕ

上计重积分的问题;

C. 依赖开覆盖的选择,不仅仅反映 (M,ω, f) 的信息;

(b) 单位拆分: 给定M 的一个开覆盖 {Ui|i ∈ I},从属于该开覆盖的单

位拆分是一族光滑函数 {εi :M → R|i ∈ I},满足下列条件:

i. ∀p ∈M, 0 ≤ εi(p) ≤ 1;

ii. εi ⊂ Ui,即 p /∈ Ui ⇒ εi(p) = 0;

iii. ∀p ∈M, ∃ 邻域 Op ⊂M 使 εi|Op
6= 0 的函数 εi 仅有有限多个;

iv. ∀p ∈M ,有单位拆分
∑

i∈I,εi(p) ̸=0

εi(p) = 1(有限和);

A. f(p) =
∑
i

f(p)εi(p) =
∑
i

fi(p);

B.
∫
M
fω =

∑
i

∫
Ui
fiω;

(c) 单位拆分的特点:

i. 不同的开覆盖有不同的单位拆分,积分值相同;
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ii. 和式中的非零部分构成有限和;

iii. 在 ∩Uj 6= ϕ上,如果 fi(p) 6= 0,则
∑
fj(p) = f(p),积分计重的

个部分被权重因子 εj(p) 压缩,总和相当于只计一次;

(d) 仿紧流形:

i. 细分: 开覆盖 {Ui|i ∈ I} 的一个细分 {Vj |j ∈ J} 指每个 Vj 都

是某个 Ui 的子集;

ii. 局部有限: 开覆盖 {Ui|i ∈ I}是局部有限的,如果 ∀p ∈M, ∃邻

域 Op 使 {i ∈ I|Ui ∩Op} 为有限;

iii. 仿紧流形意指M 上的每个开覆盖都有一个局部有限的细分;

iv. 紧致流形是仿紧流形的特殊形式;

(e) 单位拆分的条件: Hausdorff 空间 M 允许单位拆分, 当且仅当 M

是仿紧的;

33. Hodge星运算: 若M = Rm,定义线性运算 ∗: Ωq(M) → Ωm−q(M);

(a) ∗(dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq) = 1
(m−q)!

ϵµ1...µqµq+1...µm
dxµq+1 ∧ ... ∧ dxµm ;

i. 分量形式: 对于 ωq = 1
q!
ωµ1...µq

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq ∈ Ωq(M), 有
*ωq =

1
q!
ωµ1...µq

∗(dxµ1∧...∧dxµq) = 1
q!(m−q)!

ωµ1...µq
ϵ
µ1...µq
µq+1...µmdx

µq+1∧
... ∧ dxµm ;

(b) Levi-Civita张量: ϵµ1...µm
=


+1 µ1, ..., µm 1, ...,m

−1 µ1, ..., µm 1, ...,m

0

;

i. 对于 δν1...νs
µ1...µs

= det


δν1
µ1

... δνs
µ1

:̇ . · . :̇

δν1
µs

... δνs
µs

, Levi-Civita 张量满足

ϵµ1...µm
= δ1...mµ1...µm

;

ii. 推论: ∗∗ωq = (−1)q(m−q)ωq ;

34. 顶形式与体积元的关系: dxµ1 ∧ ... ∧ dxµm = ϵµ1...µmdx1 ∧ ... ∧ dxm;

35. 向量空间的内积: 可在向量空间Ωq(M)中引入内积. 对于

αq =
1
q!
aµ1...µq

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq

βq =
1
q!
bµ1...µq

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq

,

有内积 (αq, βq) =
∫
M
αq∧∗βq =

1
q!

∫
M
aµ1...µq

(x)bµ1...µq
(x)dx1∧...∧dxm;
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(a) 外导数 d 的伴随算子: δ : Ωq(M) → Ωq−1(M), (αq, dβq−1) =

(δαq, βq−1) ⇒ δ = (−1)mq+m+1∗d∗;

i. 幂零性: δ2 = 0;

(b) Laplace 算子: ∆ : Ωq → Ωq , ∆ = (d + δ)2 = dδ + δd, ∆ωq =

dq−1δqωq + δq+1dqωq ;

i. 正定性: (ωq,∆ωq) = (dωq, dω) + (δωq, δωq) ≥ 0;

ii. 调和形式: ∆ωq = 0 的形式;

36. Hodge 定理: 设 M 为紧致无边界流形, 其上任一 q− 形式的 ωq 可分解

为 ωq = dαq−1 + δβq+1 + γq,∆γq = 0;

37. Stokes定理:
∫
M
dωm−1 =

∫
∂M

ωm−1;


