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同调群和 de Rham定理

1. 几何独立: 在 Rm中 r + 1个几何独立的点不同时在任何 (r − 1)−维超
平面上;

2. 单纯形: 设 0 ≤ r ≤ m, p0, ..., pr 是 Rm 中 r + 1 个几何独立的点, r−
单纯形由有界闭集 σr =< p0p1...pr >= {x ∈ Rm|x =

r∑
i=0

cipi, ci ≥

0,
r∑

i=0

cr = 1};

(a) 真面: 设 0 ≤ q ≤ r,在 σr 的 r + 1个顶点中任意选择 q + 1个点

pi0 , ..., piq 构造的 q−单形 σq =< pi0 ...piq >称为 σr的一个 q−面,

以 σq ≤ σr 记. 若 σq 6= σr ,则 σq 为 σr 的真面,记为 σq < σr ;

(b) 单纯复合形: 设 K 是 Rm 中有限个单形的集合,称 K 为单纯复形,

当且仅当下列条件满足:

i. ∀σ ∈ K,σ′ ≤ σ ⇒ σ′ ∈ K ;

ii. ∀σ, σ′ ∈ K,σ ∩ σ′ 或为空集,或构成 σ, σ′ 的公共面,即同时有

σ ∩ σ′ ≤ σ, σ ∩ σ′ ≤ σ′;

(c) 复形的维度: 复形K 的维数 dimK 定义为其中最高维单形的维数;

3. 多面体: 设K 是 Rm中的一个复形,其全体单形的全体点所形成的空间

|K| ⊂ Rm被称为多面体;

4. 单纯剖分: 复形K 被称为K 上多面体的一个单纯剖分或三角剖分;

(a) 多面体允许有不同的单纯剖分: K 6= K ′, |K| = |K ′|;

(b) 可三角剖分: 设 X 为拓扑空间,如果存在一个复形 K 以及同胚映

射 f : |K| → X ,则称 X 可三角剖分,并称 (f,K)为 X 的一个三

角剖分;

5. 单向的单形: r ≥ 1维的单形可以引入两种不同的定向. 设π是 (0, 1, ..., r)

的一个排列,定向单形 σr = (p0...pr)有 (pπ(0)...pπ(r)) = π(p0...pr) =

±σr ;

(a) r−维链: 如复形 K 中有 Ir 个 r−维定向单形 σr
i , 1 ≤ i ≤ Ir ,该复

形的一条 r−维链是指形式和 c =
Ir∑
i=1

niσ
r
i , ni ∈ Z;
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6. 链群:复形K中的 r−维链之间可做加法运算 c =
Ir∑
i=1

niσ
r
i , c

′ =
Ir∑
i=1

n′
iσ

r
i ⇒

c + c′ =
Ir∑
i=1

(ni + n′
i)σ

r
i . 在该运算下, K 中所有 r−维链形成一个交换

群 Cr(K),称之为链群, (n1, ..., nIr)称为链 c =
∑

i niσ
r
i 的系数;

(a) 单位元: 0 =
Ir∑
i=1

0 · σr
i ;

(b) 逆元: −c =
Ir∑
i=1

(−ni) · σr
i ;

(c) Cr(K) ∼= Z⊗ Z⊗ ...⊗ Z;

7. 边缘算子: 边缘算子 ∂r 作用在 r− 维单形 σr 上给出 (r − 1)− 维链
∂r(p0...pr) =

r∑
i=1

(−1)i(p0...p̂i...pr);

(a) 将 ∂ 线性地扩充到 r− 维链的作用, 该算子显然是群同态 ∂r :

Cr(K) → Cr−1(K), ∂r

(
Ir∑
i=1

niσ
r
i

)
=

Ir∑
i=1

ni∂rσ
r
i ;

8. 闭链: c ∈ Cr(K)称为 r−维闭链,当且仅当 ∂rc = 0;

(a) 边缘链: c称为 r−维边缘链,当且仅当 ∃c′ ∈ Cr+1(K), c = ∂r+1c
′;

i. r−维边缘链之集 Br(K)构成 Cr(K)的子群 0 = ∂(0);

(b) 边缘算子的幂零性: ∂r ◦ ∂r+1 : Cr+1(K) → Cr−1(K)是零映射,即

∂r(∂r+1c) = 0, ∀c ∈ Cr+1(K),简记为 ∂2 = 0;

9. 同调群:

(a) 同调群: 设 K 是 n−维复形, r−阶同调群 Hr(K), 0 ≤ r ≤ n定义

为K 的 r−维闭链群 Zr(K)模掉边缘链子群 Br(K),即Hr(K) =

Zr(K)/Br(K);

i. 闭链的同调关系是等价关系,闭链 c ∈ Zr(K)的同调等价类记

作 [c] ∈ Hr(K);

ii. 设 (K, f), (L, g) 分别是拓扑空间 X 和 Y 的三角剖分, 则当

X ∼= Y 同胚时有 Hr(K) = Hr(L), r = 0, 1, ...;

A. 同调群是拓扑不变量;

iii. 若K 是连通的复形,则 H0(K) = Z;
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(b) 流形的 Betti数: br = dimHr(M,Z), 及构成复形的自由生成群的
个数;

i. Euler示性数: χ(M) =
dimM∑
r=0

(−1)rbr , Euler示性数是一个拓扑

不变量;

(c) 有限生成: 如果交换群 G存在 I < ∞个生成元 aj , 1 ≤ j ≤ I ,使

得任何群元 g都能够表示成 g =
I∑

j=1

njaj(∀g ∈ G,nj ∈ Z),则称 G

是有限生成的;

i. 自由交换群: 如果有限生成交换群 G的生成元是线性无关的,

即 n1a1 + ... + nIaI = 0蕴含 n1 = ... = nI = 0,则称 G由基

元 ai, ..., aI 自由生成;

A. 自由交换群 G的任一子群 H 仍是一个自由交换群;

(d) 同调群的一般性质:

i. 如果K 有 N 个连通分支K1, ...,KN ,则 H0(Kj) = Z, 1 ≤ j ≤
N , H0(K) = H0(K1)⊕ ...⊕H0(KN ) = Z⊕ ...⊕ Z;

ii. K 的 r− 阶同调群由其各个连通分支 Kj(1 ≤ j ≤ N) 的 r−
阶同调群确定: Hr(K) = Hr(K1)⊕ ...⊕Hr(KN );

(e) 幺模矩阵: 幺模矩阵 Eij 满足 (Eij)kl =

δkl + δikδjjl i 6= j

δkl − 2δikδjl i = j
, 各

元皆为整数,并且 dimEij = ±1;

(f) 等价关系: 设 C,D 是 n ×m的整系数矩阵,如果存在 n−阶的幺
模方阵 N和m−阶幺模方阵M使得 D = NCM,就称 D与 C 等

价,记作 D ∼ C ;

(g) 整系数矩阵 C 的初等变换: 都是等价变换;

i. C ′ = EijC , C 的第 i行加上第 j 行;

ii. C ′ = CEji, C 的第 i列加上第 j 列;

iii. C ′ = EiiC , C 的第 i行变成相反数;

iv. C ′ = CEii, C 的第 i列变成相反数;

v. 行或列的交换操作;

(h) 标准型: 若 n ×m整系数矩阵 C 的秩为 r(r ≤ min(m,n)),则存在

n阶幺模方阵 N和m阶幺模方阵M使得 D = NCM,则称 D为

C 的标准型, r为不变因子;
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i. 推论: 如果 m维自由交换群 Gm 以 a1, ..., am 为一组基, F 是

Gm 的一个子群, 则存在 Gm 的一组基 a′1, ..., a
′
m 及 r 个正数

d1, ..., dr(r ≤ m),其中 di可除尽 di+1,使得F 是以 d1a
′
1, ..., dra

′
r

为一组基的自由交换群 (d1Z)⊕ ...⊕ (drZ);

ii. 若 G是有限维自由交换群, F是其任一子群,那么 G/F ∼= Z⊕
...⊕Z(m− r个自由生成群)⊕Zd1

⊕ ...⊕Zdr
(r个循环群),其中

Zd表示整数 d生成的循环群;

A. 同调群的一般结构: Hr(K,Z) ∼= Z⊕ ...⊕Z⊕Zd1
⊕ ...⊕Zdr

;

B. 挠子群: 同调群的非自由部分被称为挠子群;

iii. 定理: 在 n− 维复形 K 总设有 Ir 个 r− 维单形, 则 χ(K) =
n∑

r=0

(−1)rIr =
n∑

r=0

(−1)rbr 称为复形K 的 Euler示性数,是个拓

扑不变量;

(i) 上链: 复形 K 的整系数 r−维链群 Cr(K)相应的 r−维上链群定
义为 Cr(K) = Hom(Cr(K),Z);

i. 上闭链: δcr = 0;

ii. 上同调群:复形K的 r-维上同调群由商群Hr(K,Z) = Zr(K,Z)/Br(K,Z), 0 ≤
r ≤ dimK 给出;

A. 上同调群的一般结构: Hr(K,Z) ∼= Z ⊕ ... ⊕ Z⊕T r(K),其

中 T r(K) = Tr−1(K)(即由下同调的低维循环群构成);

10. de Rham理论:

(a) 流形中的单形: 流形M 中的 r−维单形可用光滑映射 f : σr →M

的像 sr = f(σr)定义;

i. r− 维链: 设 {sjr} 是 M 中的 r− 维单形之集, 则 r− 维链为
cr =

∑
j

ajs
j
r, aj ∈ R;

ii. 链群: M 中的 r−维链全体形成链群 Cr(M);

iii. 边缘: 在映射 f : σr →M 下, ∂σr被映成M 的子集 f(∂σr),记

为 ∂sr ,它构成M 中的 (r − 1)−维单形,叫做 sr 的边缘;

A. 线性: ∂ : Cr(M) → Cr−1(M);

B. 幂零性: ∂2 = 0;
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iv. 边缘链群: 由 ∂cr = 0 定义的 r− 维闭链全体构成闭链群
Zr(M), r− 维边缘链 ∂cr+1 全体形成的边缘链群 Br(M) 是

Zr(M)的子群;

(b) 流形M上的 r−阶奇异 (下)同调群: Hr(M) = Zr(M)/Br(M), 0 ≤
r ≤ dimM ;

i. 奇异同调群与多面体同调群在是当拓扑条件下是同构的;

(c) 微分形式在链上的积分: 设 ω ∈ Ωr(M), sr = f(σr)为 r−维单形,

cr =
∑

j ajs
j
r ∈ Cr(M)是任一 r−维链,有


∫
sr
ω =

∫
σr
f∗ω (f∗ Rr r − )∫

cr
ω =

∑
j

aj
∫
sjr
ω =

∑
j

aj
∫
σj
r
f∗ω

;

i. Stocks 定理: ∀ω ∈ Ωr−1(M), c ∈ Cr(M), 有
∫
c
dω =

∫
∂c
ω 成

立;

A. r−维链 c上的积分: < ω, · >: Cr(M) → R, c 7→< ω, c >=∫
c
ω;

B. Stocks定理表明外导数 ∂ 是上边缘算子;

(d) 上同调群: 流形 M 上的 r− 维 de Rham 上同调群定义为闭的 r

形式全体 Zr(M)模掉恰当的 r−形式全体 Br(M), Hr
dR(M,R) =

Zr(M)/Br(M), 0 ≤ r ≤ dimM . 其中Zr(M) = Ker{d : Ωr(M) →
Ωr+1(M)}, Br(M) = Im{d : Ωr−1(M) → Ωr(M)};

i. 两个 r−阶闭形式是同调等价的, ω ∼ ω′,如存在恰当的 r−形
式 dα使得 ω′ = ω + dα,同调等价类记为 [ω],生成 Hr

dR(M);

ii. 同调类的双线型: Hr
dR(M) × Hr(M) → R, < [ω], [c] >=<

ω, c >;

(e) de Rham定理: 若M 紧致,则Hr(M),Hr
dR(M)的维数有限,且双线

型 < [ω], [c] >非退化 (张成矩阵的行列式不等于 0). 因此Hr
dR(M)

是 Hr(M)的对偶向量空间;

i. 在 Hr(M)中任取一组基 [ci], 1 ≤ i ≤ br ;同调等价类相应的代

表元为 c1, ..., cbr ∈ Zr(M):

A. 非退化性: 若 < [ψ], [ci] >= 0, 1 ≤ i ≤ br ,则 ψ必然是零调

的. 即闭的 r−形式 ψ是恰当的, iff
∫
ci
ψ = 0, 1 ≤ i ≤ br ;

B. 对偶基的存在性: ∃[ωi] ∈ Hr
dR(M), 使得

∫
ci
ωj = δij , 1 ≤

i, j ≤ br ;
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ii. 傅立叶技巧: ∀u1, ..., ubr ∈ R, ∃ω ∈ Zr(M)使
∫
ci
ω = ui, 1 ≤

i ≤ br ,只需令 ω =
∑
i

uiωi;

(f) 同伦: 设 X,Y 是拓扑空间,称连续映射 f, g : X → Y 是同伦的,若

存在一个连续映射 H : X × [0, 1] → Y 使得 ∀x ∈ X,H(x, 0) =

f(x),H(x, 1) = g(x);

i. 伦移: 函数H 称为从 f 到 g的一个伦移,即映像经过连续形变

f(X) → g(X) ⊂ Y ;

ii. 同伦等价: 连续映射 f0 : X → Y 与 f1 : X → Y 同伦等价的记

号: f0 ' f1 : X → Y ;

(g) 拓扑空间的同伦: 拓扑空间 X,Y ,连续映射 f : X → Y, g;Y → X ,

满足 g◦f ' IdX , f ◦g ' IdY ,则称X与 Y 之间同伦,记作X ' Y ;

i. 同胚的拓扑空间是同伦等价的,但反之不成立;

(h) 可缩空间: 存在常值映射 pr : X → X, ∀x ∈ X, pr(x) = x0 同伦于

恒等映射 Id : X → X ,则称 X 为可缩空间;

(i) Poincare 引理: 若流形 M 的一个坐标邻域 U 是可缩的, 那么 U

上的任何闭形式必然是恰当的: ∀ω ∈ Ωr(U), dω = 0 ⇒ ∃α ∈
Ωr−1(U), ω = dα;

i. 对于可缩空间 Rn,其上的微分形式皆为恰当形式 Hr
dR(Rn) =

0, 1 ≤ r ≤ n,由连通性知 H0
dR(Rn) = R;

ii. 一个恒等式: ∀ω ∈ Ωr(N), dPH∗ω + PH∗dω = g∗ω − f∗ω;

iii. 若 f, g : M → N 是互为同伦的映射,则它们各自诱导的线性

映射 f∗, g∗ : Hr
dR(N) → Hr

dR(M)相等,即 f∗ = g∗;

(j) 单连通流形M 上的任一闭 1−形式 ω沿曲线 γ(x0, x)的积分只依

赖于端点 x0和 x,当 x0固定而 x在M 中变动时, f(x) =
∫
γ(x0,x)

ω

是单值函数, df = ω,故 H1
dR(M) = 0;

11. Poincare对偶: 设M 为m−维紧致流形, ∂M = ϕ,定义双线型 < ·, · >:
Hr

dR(M)×Hm−r
dR (M) → R: < ω, η >=

∫
M
ω ∧ η, ∀[ω] ∈ Hr

dR(M), [η] ∈
Hm−r

dR (M);

(a) 表达式与代表元的选择无关;

(b) 该双线型是非退化的,向量空间的对偶 Hr
dR(M) ∼= Hm−r

dR (M), 0 ≤
r ≤ m;
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(c) br = bm−r , 故奇数维流形的欧拉示性数为零: χ(M) = (b0 +

(−1)mbm)− (b1 + (−1)mbm−1) + ... = 0;

(d) de Rham上同调类之间的外积: [ω] ∧ [η] = [ω ∧ η];

i. 上同调环: 向量空间的直和 H∗(M) = ⊕m
r=0H

r(M)中除原有

的加法外, 还可以引入外积使 H∗(M) 形成环: ∧ : H∗(M) ×
H∗(M) → H∗(M);

12. Kunneth公式: 当 1 ≤ p ≤ r时, ωp
i ∧ η

r−p
j 构成M 上闭的 r−形式,故其

等价类描述 Hr(M)中的一元;反之, Hr(M)中的任一元可以用乘积基

[ωp
i ∧η

r−p
j ]展开,于是Hr(M) = ⊕p+q=rH

p(M1)⊗Hq(M2)⇒


br(M) =

∑
p+q=r

bp(M1)bq(M2)

χ(M) = χ(M1)χ(M2)

;


