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黎曼几何

1. 度规张量: 设 M 为 m− 维光滑流形, 切空间 TpM 中的内积是一个非退

化且正定的对称双线型 gp : TpM × TpM → R. 当 gp 满足下列性质时,

称其为流形 M 的一个度规张量: ∀U, V ∈ TpM

(a) 对称性: gp(U, V ) = gp(V, U);

(b) 正定性: gp(U,U) ≥ 0, 等号仅当 U = 0 时成立;

2. 伪黎曼度规: gp(U, V ) = 0, ∀U ⇒ V = 0;

3. 度规的性质: gp(U, V ) 定义了线性泛函 TpM → R, 可看成余切空间的

元 ωU ∈ T ∗
pM :

(a) < ωU , V >= gp(U, V ), ∀V ∈ TpM ;

(b) U
gp7−→ ωU , gp : TpM ∼= T ∗

pM, gp ∈ Tp(M)02;

(c) 分量: gp = gµν(p)dx
µ ⊗ dxν , gµν(p) = gp

(
∂

∂xµ ,
∂

∂xν

)
;

4. 无穷小距离:

(a) 欧几里得空间的无穷小距离: 相邻两点 ~y, ~y + d~y 定义了无穷小距

离 ds2 = d~y2 = δijdy
idyj = gij(x)dx

idxj , 其中 gij = δkl
∂yk

∂xi

∂yl

∂xj ;

(b) 流形上的无穷小距离: 在m维微分流形M 的 p点附近覆盖以坐标

片 U ∼= Rm, 局部坐标系 xµ 下可引进 p 到其临近点的无穷小距离

ds2 = gµν(x)dx
µdxν . 非退化条件为

[gµν ] Riemannian

det[gµν ] 6= 0 pseudo
;

5. 无穷小变换: 在m维微分流形M 的 p点附近, 覆盖另一个坐标片 U ′, 有

坐标变换 xµ → x′µ = x′µ(x). 由 ds2 = g′µν(x
′)dx′µdx′ν , 其中 gµν(x) =

∂x′α

∂xµ
∂x′β

∂xν g
′
αβ(x

′);

6. 度规的逆变: 用 gµν 表示 gµν 的逆矩阵元, 可用 gµν 提升张量指标

gµνg
νλ = δλµ ;

(a) 逆变的无穷小变换: g′µν(x′) = ∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ g
αβ(x);

7. 欧几里得号差: 在黎曼流形的每一点 p 处, 总是可以找到适当的坐标系

将 gµν 对角化为 (+ + ...+), 称黎曼流形的度量有欧几里得号差;
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(a) 注意: 通常不能用同一坐标系对角化不同点的 gµν ;

8. Lorentz 号差: 对于伪黎曼流形 (det gµν 6= 0), 如果 gµν 在每一点均能对

角化为 ηµν = diag(−+ ...+), 则称该度量具有 Lorentz 号差;

9. 度规分类: 设 (M, gµν) 是 Lorentzian 流形, 向量 U ∈ Tp(M) 分为:

(a) 类空向量: g(U,U) = gµνU
µUν = UµUµ > 0;

(b) 类光向量: g(U,U) = UµUµ = 0;

(c) 类时向量: g(U,U) = UµUµ < 0;

10. 曲线的长度: 设 c(a) = p, c(b) = q ∈ M 是曲线 c = cpq 的端点, 用度量

确定的曲线长度 l[cpq] =
∫ b

a

√
gµν(γ(t))

dγµ(t)
dt

dγν(t)
dt

dt;

(a) 参数化: 在 (U,ϕ) 中将曲线上的点参数化 (x1, ..., xm) = ϕ ◦ c(t),

xµ = γµ(t);

(b) 黎曼流形 (M, gµν) 上两点 p, q 间的距离定义为 inf l[cpq];

11. 诱导度规: 设 M 为 m− 维流形, N 是一个定义了度量
N
gαβ 的 n− 维流

形. 若 f : M ↪→ N 是子流形M 到N 的嵌入映射 (m ≤ n), 拉回映射 f∗

诱导了 M 中的度量
M
g = f∗Ng , 分量

M
gµν(x) =

N
gαβ(y)

∂yα

∂xµ

∂yβ

∂xν , y = f(x);

(a) AdS 空间的诱导度量: ds2 = r2

L2 (−dt2 + d~x2) + L2

r2
dr2;

12. 纳什嵌入定理: 只要 N 足够大, 任何黎曼流形 (M, gµν) 都可以“等度

量地”嵌入到 (RN , δAB) 中, 即 ∃f ;M ↪→ RN , gµν = (f∗δ)µν , 特别可取

N ≤

 1
2
m(3m+ 11) M

1
2
m(m+ 1)(3m+ 11) M

, m ≡ dimM ;

13. Whitney 嵌入定理: 任何 m− 维的光滑流形 M 均可作为子流形嵌入到

R2m+1 中, 并且浸入到 R2m 中;

14. 广义协变性: 物理/几何方程在坐标变换 xµ → x′µ 下保持形式不变, 实

现协变性的方式是用张量场来表达物理/几何量T
ν1...νq
µ1...µp(x) → T ′

µ1...µp

ν1...νq(x′)=
∂xσ1

∂x′µ1
... ∂x

σp

∂x′µp
∂x′ν1

∂xτ1
...∂x

′νq

∂xτq · T τ1...τq
σ1...σp(x);

(a) 若希望在 M 中建立微分方程, 需考虑偏微商 ∂
∂xµ , 将产生新的指标

µ, 但该指标一般不协变;
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15. 使用协变量的原因: 只需在一个坐标片 U ∼= Rn 中给出 T
ν1...νq
µ1...µp(x), 其

在临近坐标片 U ′ 中的行为就完全确定了, 进而可以定义在整个流形 M

上;

16. 联络: 设M 上存在一个联络, Γ′
νλ

µ = ∂x′µ

∂xα
∂xβ

∂x′ν
∂xγ

∂x′λΓ
α
βγ − ∂xα

∂x′ν
∂xβ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xα∂xβ ;

(a) 联络的分量 Γµ
νλ 在坐标变换 xµ → x′µ 下将出现非齐次项, 因此不

是协变的张量;

17. 协变导数: 在 M 上给定一个联络时, 可以把非协变量 V µ
,ν 与 Γµ

νλ 作适当

的组合

V µ
,ν → V µ

;ν

∂
∂xν ≡ ∂ν → ∇ν

, 以抵消破坏协变性的非齐次项. 由此定义

协变导数 ∇νV
µ = V µ

;ν≡V µ
,ν + Γµ

νλV
λ= ∂V µ

∂xν + Γµ
νλV

λ;

(a) 余切空间的协变导数: Vµ:ν = ∇νVµ ≡Vµ,ν−Γλ
µ,νVλ = ∂Vµ

∂xν −Γλ
νµVλ;

(b) 张量场的协变导数: ∇λT
...ν...
...µ... = ∂λT

...ν...
...µ...−...−Γκ

λµT
...ν...
...κ... −...+...+

Γν
λρT

...ρ...
...µ... + ...;

18. 仿射联络: 设F(M),X (M)分别是流形M 上的光滑函数和光滑向量场,

组成的空间, 可以抽象地定义仿射联络为满足下面公理的双线型映射

∇ : X (M) × X (M) → X (M), (X,Y ) 7→ ∇XY : ∀f ∈ F(M), X, Y, Z ∈
X (M)

(a) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ ;

(b) ∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z ;

(c) ∇(fX)Y = f∇XY ;

(d) ∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY ;

19. 联络系数: ∀p ∈ M , 取坐标片 (U,ϕ), x = ϕ(p) ∈ Rm, 并设 eµ = ∂
∂xµ 是

TpM 的坐标基. m3 个联络系数 Γγ
µν ∈ F(M) 定义为 ∇µeν ≡ ∇eµeν =

Γλ
µνeλ;

(a) 一旦给出 ∇ 对基底的作用, 即可确定 ∇V W, ∀V,W ∈ TpM . 即

∇V W = ∇(V µeµ)(W
νeν)= V µ∇eµ(W

νeν)= V µ(eµ[W
ν ]eν+W νΓλ

µνeλ)=

V µ
(

∂Wλ

∂xµ + Γλ
µνW

ν
)
eλ;

(b) 协变量的分量形式: ∇µW
λ ≡ ∂Wλ

∂xµ + Γλ
µνW

ν ;
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(c) Leibnitz 法则: ∀f ∈ F(M), 令 ∇Xf = X[f ], 则有 ∇X(f · Y ) =

∇Xf · Y + f · ∇XY ;

i. 推广到一般张量: ∇X(T1⊗T2) = (∇XT1)⊗T2+T1⊗ (∇XT2);

ii. 分量形式: ∇µ(T
...λ...
...ν... · T̃ ...ρ...

...κ... ) = (∇µT
...λ...
...ν... ) · T̃ ...ρ...

...κ... + T ...λ...
...ν... ·

∇µT̃
...ρ...
...κ... ;

(d) 不同坐标片 U ∩ V 6= φ 中的联络系数变换关系: xµ → x′µ;

i. eµ = ∂
∂xµ , e′µ = ∂

∂x′µ=
∂xα

∂x′µ
∂

∂xα=
∂xα

∂x′µ eα;

ii. ∇e′µ
e′ν = Γ′

µν
λe′λ = ∂xγ

∂x′λΓ
′
µν

λeγ ,且∇e′µ
e′ν = ∂xα

∂x′µ∇eα

(
∂xα

∂x′ν eβ
)
=

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν ∇eαeβ + ∂2xβ

∂x′µ∂x′ν eβ ;

iii. Γ′
µν

λ = ∂x′λ

∂xγ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν Γ
γ
αβ + ∂x′λ

∂xγ
∂2xγ

∂x′µ∂x′ν ;

20. 方向导数: 对于欧式空间 M = Mm, 此时 TpM ∼= M , 即流形上的点

x ∈ M 和切向量 X,Y ∈ TpM 都是 Rm 中的向量. 方向导数定义为

∇XY = lim
ϵ→0

Y (x+ϵX)−Y (x)
ϵ

= Xµ∂µ(Y
ν)∂ν , 其是 Rm 上的联络;

(a) 特别的有: Γλ
µνeλ = ∇eµeν = 0⇒Γλ

µν = 0;

(b) 推论: Rm 上存在零联络 Γλ
µν = 0;

21. 平行: 设 c : [a, b] → M , t 7→ c(t) 是 M 中连结 p = c(a) 和 q = c(b)

的一条光滑曲线, 取坐标片 (U,ϕ), 曲线的参数方程为 xµ = γµ(t), 其中
(γ1(t), ..., γm(t)) ≡ ϕ ◦ c(t)

γµ(a) = pµ

γµ(b) = qµ

,切向量满足

γ̇(t) = γ̇µ ∂
∂xµ

∣∣
c(t)

γ̇µ = dγµ(t)
dt

= dxµ

dt

. 若

X 满足

∇γ̇(t)X = 0 ∀t ∈ [a, b]

γ̇µ(t)
(

∂Xλ

∂xµ + Γλ
µνX

ν
)
= 0 ⇒ d

dt
Xλ(x) + Γλ

µν(x)
dxµ

dt
Xν(x) = 0

,

xµ = γµ(t), 则称 M 上的向量场 X 沿着曲线 c(t) 是平行的;

22. 设 γ : [a, b] → M 是任意的光滑曲线, ∀t0 ∈ [a, b] 以及 X0 ∈ Tγ(t0)M , 存

在唯一的沿 γ 平行向量场 X 满足条件 X(γ(t0)) = X0;

(a) 平行移动: P γ
t0,t : Tγ(t0)M → Tγ(t)M , X0 = X(γ(t0)) 7→ X(γ(t));

i. P γ
t0,t 是线性映射;

ii. P γ
t0,t 是可逆映射: P γ

t0,t ◦ P−γ
a+b−t,a+b−t0

= 1, (−γ)(s) ≡ γ(a +

b− s);
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23. 设 γ : [a, b] → M 是一条光滑曲线, 满足 γ(t0) = p 及 γ̇(t0) = X0 ∈
TpM ,则对于任意向量场Y ∈ X (M),有∇X0

Y (p) = lim
t→t0

(Pγ
t0,t)

−1[Y (γ(t))]−Y (γ(t0))

t−t0
;

24. 测地线: xµ = γµ(t) 的切向量 V = γ̇(t) 沿着曲线处处平行 ∇V V = 0,

即 d2xλ

dt2
+ Γλ

µν(x)
dxµ

dt
dxν

dt
= 0;

25. 向量的夹角: 内积 gp(U, V ) = gµνU
µV ν 确定向量 U, V ∈ TpM 的夹角;

26. 与度量相容的平行移动: 与度量相容的平行移动应保持夹角不变, 即若

∇γ̇U = ∇γ̇V = 0, 则 ∇γ̇ [g(U, V )] = 0⇒∇λgµν = 0;

27. 与度量相容的联络系数: gµν,λ − Γρ
λµgρν − Γρ

λνgµρ = 0;

28. Christoffel 记号:
{

κ
µ ν

}
= 1

2
gκλ(gλν,µ + gλµ,ν − gµν,λ);

29. 联络系数对称化和反称化:

Γρ
(µν) ≡

1
2
(Γρ

µν + Γρ
νµ)

Γρ
[µν] ≡

1
2
(Γρ

µν − Γρ
νµ)

;

30. 挠率张量: 联络系数的反称部分被称为挠率张量, 是一个协变量. T ρ
µν ≡

2Γρ
[µν] = Γρ

µν − (µ ↔ ν);

31. 挠率: T : X (M)×X (M) → X (M), 定义为 T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X −
[X,Y ], ∀X,Y ∈ X (M);

(a) 挠率的分量: T λ
µν =

〈
dxλ, T (eµ, eν)

〉
, 为 (2, 1)− 型张量;

(b) 挠率张量 T λ
µν 是挠率 T 在标准基底下的分量;

32. Contorsion 张量: Kκ
µν ≡ 1

2
(T κ

µν + T κ
µ ν + T κ

ν µ);

(a) 联络系数可表示为 Γκ
µν =

{
κ
µ ν

}
+Kκ

µν ;

33. Levi-Civita 联络: 当联络系数下指标对称时, 挠率为零 (进而 Contorsion

张量为零), 这时与度量相容的联络为 Levi-Civita 联络. 其联络系数等于

Christoffel 记号 Γκ
µν = { κ

µ ν} = 1
2
gκλ(gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ);

34. 曲线长度: 连结 M 上 p, q 两点的曲线 xµ = xµ(t) 的长度为 l[x] =∫ b

a

√
gµν(x(t))

dxµ(t)
dt

dxν(t)
dt

dt;

(a) 最短程线: 由变分原理 δl[x]
δxλ = 0 给出, 即 d2xκ

ds2
+ { κ

µ ν}dxµ

ds
dxν

ds
= 0;

i. 测地线方程中将 Γκ
µν 取 Levi-Civita 联络;
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35. 曲率: 流形 M 的取率定义为 R : X (M)× X (M)×X (M) → X (M), 即

R(X,Y, Z) = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z= [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z ,

∀X,Y, Z ∈ X (M). 曲率张量可以描述空间的弯曲程度;

(a) 曲率 R 是张量, 具有多重线性 R(fX, gY, hZ) = fghR(X,Y, Z);

(b) 曲率张量的分量: R(X,Y, Z) = XµY νZλR(eµ, eν , eλ) ≡ XµY νZλRκ
λµνeκ

(c) 曲率为 (1, 3)−型张量,可展开为联络的导数与二次项的组合Rκ
λµν =

∂µΓ
κ
νλ − ∂νΓ

κ
µλ + Γκ

µρΓ
ρ
νλ − Γκ

νρΓ
ρ
µλ;

36. Ricci张量: 一种 (0, 2)−型张量,定义为Ric(X,Y ) =< dxκ, R(eκ, Y,X) >,

Rµν = Ric(eµ, eν)= Rκ
µκν ;

(a) 标量曲率: R = gµνRic(eµ, eν) = gµνRµν ;

37. 等度量群: 设 (M, gµν) 是黎曼流形, f ∈ Diff(M). 等度量群是微分同

胚群的一个子群 Isom(M) := {f ∈ Diff(M)|(f∗g)µν = gµν}. 其中fµ(x) ≈ xµ + ξµ(x) + ... ∈ Diff0(M) ξ ∈ X (M)

(f∗g) ≈ gµν + (Lξg)µν + ...
;

(a) Killing矢量: 生成等度量群的向量为Killing矢量, (Lξg)µν = 0⇔∇µξν+

∇νξµ = 0;

(b) 共形Killing矢量方程: 在流形Md+1 中,当时空变换 f ∈ Diff(Md+1)

由无穷小向量场 ξ(称为共形 Killing 矢量场) 生成时, 有 δξgab ≡
(f∗g)ab−gab = −(∇aξb+∇bξa)+O(ξ2). 若时空变换对度量产生了

一个Weyl因子 e2ω ,则 (f∗g)ab−gab= (e2ω−1)·gab= 2ω·gab+O(ω2).

生成边界时空对称性的向量场 ξ 应满足共形 Killing 矢量方程

∇aξb +∇bξa = −2ω · gab⇒

∇aξa = −(d+ 1) · ω

∇aξb +∇bξa − 2
d+1

(∇cξc)gab = 0
;

38. 共形平坦: 对于黎曼流形 M , 如果存在坐标系使得其中的度量分量

gµν(x) = ρ(x)ηµν , 则称黎曼流形 M 是共形平坦的;

39. 活动标架基: 设 M 是一个 m− 维黎曼流形, 其在 p 点的切空间 TpM

的坐标基为 eµ = ∂
∂xµ . 用可逆矩阵转动这些基, 可得新的基底 êa =

eµaeµ = eµa
∂

∂xµ , 其中 [eµa ] ∈ GL[m,R], det[eµa ] > 0;

(a) 活动标架的度规: g(êa, êb) = eµae
ν
bg(

∂
∂xµ ,

∂
∂xν )= gµνe

µ
ae

ν
b ;
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(b) 活动标架的仿射联络: Γc
ab = eµae

c
λ(∂µe

λ
b + Γλ

µνe
ν
b );

(c) 标架基下的挠率: T c
ab = ecλT

λ
µνe

µ
a êb;

(d) 标架基下的曲率张量分量: Ra
bcd = eaρR

ρ
λµνe

λ
b e

µ
c e

ν
d ;

40. Cartan 结构方程:

dθa + ωa
b ∧ θb = T a

dωa
b + ωa

c ∧ ωc
b = Ra

b

;

(a) 规范对称性: 度量在局部 Lorentz 转动下不变;

41. 活动标架的Levi-Civita联络:

metricity ∇Xg = 0

vanishing torsion Γλ
µν − Γλ

νµ = 0
,Γc

ab =

ecλe
µ
a∇µe

λ
b ;

42. 活动标架的变分规则:

(a) δθVa1...am
= δθb ∧ Va1...amb, δωLVa1...am

= 0;

(b) δθT
a = dδθa + ωLa

b ∧ δθb = DLδθa;

(c) δθR
Lab = 0;

(d) δωLT a = δωLa
b ∧ θb;

(e) δωLRLab = dδωLab + δωLa
c ∧ ωLcd, −δωLcd ∧ ωLa

c = DLδωLab;

(f) δθω = δθaPa, δωLω = 1
2
δωLabMab, δθR̂ = δθT

aPa = DLδθaPa,

δωLR̂ = δωLa
b ∧ θbPa+

1
2
DLδωLabMab. 其中 ω = θaPa+

1
2
ωLabMab

为 Poincare 联络, R̂ := dω + ω ∧ ω;


