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1 拓扑空间

1. 拓扑: 对于点集 X ,τ = {Ui|i ∈ I} 是由 X 中的一系列子集构成的集合,

若 (X, τ) 是一个拓扑空间 (τ 定义了 X 的一个拓扑), 则下列条件得到

满足:

(a) X,φ ∈ τ ;

(b) 若 J ⊆ I 是指标集 I 的任意子集,则 ∪j∈JUj ∈ τ ;

(c) 若K ⊆ I 是 I 的任意有限子集,则 ∩k∈KUk ∈ τ ;

2. 常用拓扑:

(a) 平庸拓扑: τ ′ = {φ,X};

(b) 离散拓扑: τ ′′ = {U |∀U ⊆ X};

3. 连续: 设 X 和 Y 都是拓扑空间, 如果 Y 中每个开集 U 的原像 f−1(U)

都是 X 中的一个开集,则映射 f : X → Y 称为连续的;

(a) 映射 f : X → Y 在 x0 ∈ X 处连续的定义为: (∀ε, ∃δ, f (Uδ(x0))) ⊂
Uε (f(x0))使得 ∀Uε(f(x0)), ∃Uδ(x0), x ∈ Uδ(x0) ⇒ f(x) ∈ Uε(f(x0))

成立;

4. 同胚: 对于映射 f : X → Y , 若 f , f−1 都是连续映射, 则拓扑空间 X 与

Y 是同胚的;

5. 拓扑的强弱: 设 τ1,2 是 X 上定义的两个拓扑,当 τ1 ⊂ τ2 时称拓扑 τ1 强

于拓扑 τ2;

6. Hausdorff空间: 空间中任意两个不同的点有不相交的开邻域,即: ∀x 6=
x′ ∈ X, ∃ 邻域 O : x ∈ O, x′ ∈ O′,满足 O ∩O′ = φ;

7. 覆盖及开覆盖: 设 (X, τ) 是拓扑空间, 其子集族 {Ai|i ∈ I} 或开集族

{Ui|i ∈ I} ⊆ τ 构成X 的覆盖或开覆盖,若 ∪i∈IAi = X 或 ∪i∈IUi = X ;

(a) 紧致性: X(或其子集 A) 的任一开覆盖中都存在有限的子覆盖

{Ui|j ∈ J ⊆ I, |J | <∞},称 X(或 A)紧致;

8. 连通性: 拓扑空间 X 称为连通的, 当且仅当该空间不能写成 X = X1 ∪
X2 的形式,这里 X1 和 X2 是两个不相交的非空开集 X1 ∩X2 = ϕ;
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(a) 不连通的拓扑空间可以用其各个连通分支的并表示;

(b) 道路连通: ∀x, y∈ X, ∃f : [0, 1] → X 使得 f(0) = x, f(1) = y;

(c) 回路: f : [0, 1] → X 使得 f(0) = f(1);

(d) 单连通: 若 X 中的任一条回路都可以连续地形变收缩成一点, 就

称 X 是单连通的;

2 流形

1. 流形: 设 M 是一个 Hausdorff 空间; ∀p ∈ M , 如果存在一个开邻域

O : p ∈ O 与 Rn 或 Cn 中的一个开集同胚, 就称 M 为实或复的 n− 维

流形;

2. 微分流形: 设M 是一个流形,若同时满足:

(a) 存在开覆盖 {Ui|i ∈ I}, ϕi : Ui → ϕi(Ui) ∈ Rn, ϕ−1 : ϕi(Ui) →
Ui ⊂M ;

(b) 当 Ui ∩ Uj 6= φ, 下列映射是 C∞ 可微的: ψij = ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩

Uj) → ϕi(Ui ∩ Uj);

3. 等价关系: 关系 A ∼ B 是一个等价关系,若同时满足:

(a) 自反性: A ∼ A;

(b) 对称性: A ∼ B, B ∼ A;

(c) 传递性: A ∼ B,B ∼ C ⇒ A ∼ C ;

4. 坐标卡: (Ui, ϕi) 给出微分流形的坐标卡;

(a) 卡集: 坐标卡的全体称为卡集;

(b) 坐标邻域: p ∈ Ui,则 Ui 为在 p点的坐标邻域;

(c) 坐标函数: ϕi,坐标函数在 p点处的值记为 xµ(p),1 ≤ µ ≤ n;

(d) 卡集相容: 如果两个卡集的并仍然是卡集,则称它们相容;

i. 相容性是一种等价关系;

5. Rn 上的 ~y = (y1, y2, ..., yn) 到 n 维单位球面 Sn : {xi ∈ Rn+1|
n+1∑
i=1

x2i =

1} 上 ~x = (x1, x2, ..., xn, xn+1) 的球极投影:
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(a) 自北极 (0, 0, ..., 0, 1) 的 (南多半球)球极投影: yi = xi

1−xn+1
, ||y||2 =

1+xn+1

1−xn+1
, xi =

2yi

||y||2+1
, xn+1 =

||y||2−1
||y||2+1

;

i. 南多半球: U+ = Sn\{(0, 0, ..., 0,−1)} = {(x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈
Sn|xn+1 6= −1)};

ii. (U±, ϕ±)坐标函数: ϕ+ : U+ → Rn, (x1, ..., xn+1) 7→
(

x1

1+xn+1
, ..., xn

1+xn+1

)
;

(b) 自南极 (0, 0, ..., 0,−1)的 (北多半球)球极投影: yi = xi

1+xn+1
, ||y||2 =

1−xn+1

1+xn+1
, xi =

2yi

||y||2+1
, xn+1 =

1−||y||2
1+||y||2 ;

i. 北多半球: U− = Sn\{(0, 0, ..., 0,+1)} = {(x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈
Sn|xn+1 6= 1)};

ii. (U±, ϕ±)坐标函数: ϕ− : U− → Rn, (x1, ..., xn+1) 7→
(

x1

1−xn+1
, ..., xn

1−xn+1

)
;

6. 等价类: 满足同样等价关系的一类关系;

(a) 微分结构: M 所有卡集按照等价类可划分为不同的类,每个类对应

一个微分结构;即相容的卡集定义了M 上相同的微分结构;

7. 齐次坐标: 在 n 维实射影空间 RPn 中, 由 Rn+1 中所有过原点的直线

(x0, x1..., xn) ∈ Rn+1 且 (x0, x1..., xn) 6= (0, 0, ..., 0),则称该直线为RPn

的齐次坐标;

(a) 非齐次坐标: 设 Ui 为所有过原点的齐次坐标 xi 6= 0 的直线集, 定

义非齐次坐标 ξj(i) = xj

xi , 即 ξ(i) = (ξ0(i), ξ
1
(i), ..., ξ

i−1
(i) , ξ

i+1
(i) , ..., ξ

n
(i)).

其中 ξi(i) = 1 被省略;

i. Ui 中的非齐次坐标实际与齐次坐标的选择无关: 若 x = λy,则

有 xj

xi = yj

yi = ξj(i);

ii. 非齐次坐标提供了 Ui 与 Rn 之间的同胚 ϕi : Ui → Rn;

(b) 卡集 {Ui|0 ≤ i ≤ n} 的转移函数 ψij : 当 Ui ∩ Uj 6= φ,

x = (x0, ..., xn) ∈ Ui ∩ Uj

ϕi(x) = ξ(i) ∈ ϕi(Ui ∩ Uj)

ϕj(x) = ξ(i) ∈ ϕj(Ui ∩ Uj)

ψij = ϕi ◦ ϕ−1
j : ξk(j) 7→ ξk(i) =

xj

xi · ξk(j)
i. 转移函数 ψij 与 Ui ∩ Uj 中点的齐次坐标的选择无关: x =

λy ⇒ xj

xi = yj

yi ;

8. 一般线性群: n维一般线性群是n×n维可逆矩阵的集合,记为GL(n,R);
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9. 笛卡尔积: X × Y = {(x, y)|x ∈ X
∧
y ∈ Y };

10. 流形的乘积: 设 M, M̃ 分别为 n, ñ 维微分流形, 各自定义了坐标卡集

{(Ui, ϕi)}, {(Ũα, ϕ̃α)}. 则乘积流形 M × M̃ 是一个 n + ñ 维微分流形,

卡集为 {Ui × Ũα, (ϕi, ϕ̃α);

11. 环面: Tn = S1 × S1 × ...× S1;

12. 封闭群的要素:

(a) 单位元: I ;

(b) 逆元: 元 A与其逆元 A−1 之集为单位元 I ;

(c) 满足结合律的乘法 < u, v >: 在该乘法下,构成封闭群;

13. 矩阵构成的李群:

(a) 一般线性群 GL(n,C);

(b) 幺正群 U(n) 和 U(p, q): 保持 n− 维复向量空间 V ∼= Cn 的内积不

变的变换;

i. < u, v >= ūT · v =
n∑

j=1

ūjv
j ;

ii. < u, v >p,q= −
p∑

i=1

ūiv
i +

q∑
j=1

ūp+jv
p+j ;

(c) 特殊幺正群 SU(p, q) = U(p, q) ∩ SL(n,C);

(d) 正交群 O(n): 在实数集上保持欧几里得内积不变的变换;

(e) 特殊正交群 SO(p, q) = O(p, q) ∩ SL(n,R);

(f) 辛群 Sp(2n,C): 保持向量 y, z ∈ C2n 或 R2n 的斜积 ω(y, z) 不变的

变换:

i. ω(w, z) =
n∑

j=1

(wjz
′
j − w′

jzj);

(g) 幺正辛群 USp(2n) = Sp(2n,C) ∩ U(2n);

14. 矩阵的指数映射: 设A是 n×n矩阵,指数 eA 来自幂级数 eA = 1+A+
A2

2!
+ ... =

∞∑
k=0

Ak

k!
;

15. Pauli矩阵: σk =

(
δa3 δa1 − iδa2

δa1 + iδa2 −δa3

)
, k = 0, 1, 2, 3;
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16. Lie群流形: (ξa)a=1,...,dimG ∈ RdimG,通过指数映射 g = exp
(
i
dimG∑
a=1

ξaT
a

)
∈

G,T a ∈ g;

3 流形上的微积分

1. 流形间的光滑映射: 微分流形维数 dimM = m, dimN = n, 映射 f :

M → N 的坐标表达满足: M 的卡集 {Ui, ϕi}, N 的卡集 {Vj , ψj}, ψ ◦
f ◦ ϕ−1 : Rm → Rn;

(a) 简化记号: y = f(x) = ψ ◦ f ◦ ψ−1(x);

(b) 光滑映射条件: 若从 Rm 到 Rn 的映射 y = ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x) 是 C∞

的,则称 f 为可微映射 (或光滑映射);

(c) 可微性与坐标系的选择无关;

2. 微分同胚映射: 设 f : M → N 是流形之间的同胚映射, 若 y = ψ ◦ f ◦
ϕ−1(x) 及 x = ϕ ◦ f−1 ◦ ψ−1(y) 均是 C∞,则 f 是从M 到 N 的微分同

胚映射;

(a) 微分同胚的流形: 设 f : M → N 是流形之间的微分同胚映射, 则

M,N 称为微分同胚的流形,记为M ∼= N ;

(b) 微分同胚是一种等价关系;

(c) M 到自身的微分同胚映射 f :M →M 记作 Diff(M);

3. 李群: 若流形 G 为光滑流形, 且乘法和逆运算都是光滑映射 m : G ×
G→ G,m(g, h) := gh, i : G→ G, i(g) = g−1;

(a) 等价命题: 设 G是具有群结构的光滑流形,如果映射 f : G×G →
G, (g, h) 7→ gh−1 是光滑的,则 G构成李群;

(b) 左作用与右作用: Lg, Rg : G→ G, Lg(g) = gh, Rg(h) = hg;

4. 光滑映射 (函数): M 上的函数 f 定义为从M 到R的光滑映射,在坐标卡

(U,ϕ)上,函数 f 的局部表达为m−变元的实值函数 f ◦ϕ−1 : Rm → R;

(a) 光滑函数全体以 F(M) 记;



3 流形上的微积分 6

5. 切向量: M 上的向量由某条曲线 c : (a, b) → M 的切向描述. 设 f :

M → R 是光滑函数, f(c(t))定义了函数 (a, b) → R. 在 t = 0 ∈ (a, b) 处,

函数 f(c(t))的变化率为 df(c(t))
dt

|t=0 =
∂(f◦φ−1)

∂xµ

dxµ(c(t))
dt

|t=0(为了方便,可

以滥用记号 ∂(f◦φ−1)
∂xµ 为 df

dxµ );

(a) 函数空间上的微分算子: 作用在函数上的微分算子定义为 X ≡
Xµ ∂

∂xµ , 其中 Xµ = dxµ(c(t))
dt

|t=0. 变化率可以记为 df(c(t))
dt

|t=0 =

Xµ ∂f
∂xµ = X[f ];

i. 微分算子 X = Xµ ∂
∂xµ 定义了曲线 c(t) 在点 p = c(0) ∈ M 处

的切向量;

ii. ∂
∂xµ 可以作为向量的基, Xµ 为切向量在这个基底下的分量;

(b) 曲线与切向量之间的对应是多对一的: 若 c1(t), c2(t) 由相同的初

始值 (c1(0) = c2(0) = p)和变化率 (dx
µ(c1(t))
dt

|t=0 = dxµ(c(t))
dt

|t=0),则
它们定义的切向量相同;

i. 切空间: M 中过 p 点的曲线的等价类 1 : 1 对应于 p 处的一个

切向量,其全体构成切空间 TpM ;

ii. 切空间的基: eµ = ∂
∂xµ , 1 ≤ µ ≤ m是 TpM 的一组基 (坐标基),

有 dimTpM = dimM ;

(c) 切向量的构造与坐标系的选择无关: 设 p ∈ Ui ∩Uj 的坐标为 xµ =

Xµ ∂
∂xµ = X̃µ ∂

∂yµ ⇒ Xν ∂yµ

∂xν ;

i. 不同坐标系下的微分算子相差一个雅可比矩阵;

6. 基变换: 利用矩阵 A = (Aµ
i ) ∈ GL(m,R), 可以定义基变换 eµ → êi =

Aµ
i eµ. 其中 êµ 为非坐标基;

7. 线性泛函: 对于线性泛函 f ∈ V , f(λ1 ·v1+λ2 ·v2) = λ1f(v1)+λ2f(v2);

8. 对偶空间: 实向量空间 V 的对偶空间 V ∗ 定义为线性泛函 f : V → R
的全体. 任意 f ∈ V ∗ 完全由它在 V 中的某组基 ei 上的值 f(ei) 确定,

v =
∑
i

λiei⇒f(v) =
∑
i

λif(ei), f 与 {f(ei)}处于同一等价类;

(a) 对偶基: 设 ei ∈ V ∗ 满足 ei(ej) = δij ,则任意 f ∈ V ∗ 可写成 ei 的线

性组合,故 {ei}形成V ∗ 的基,称为 ei 的对偶基, f̄ =
∑
j

f(ej)e
j⇔f̄(ei) =∑

j

f(ei)δ
j
i = f(ei)⇔f̄ = f , dimV ∗ = dimV ;
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(b) 内积空间 V , ei 具有幺正性 < ei, ej >= δij ⇒< ei, · >= ei(·);

9. 余切空间: 切空间 TpM 的对偶空间 T ∗
pM 称为余切空间;

(a) 切空间中坐标基 ∂
∂xµ 的对偶基记作 dxµ, dxµ( ∂

∂xν ) =< dxµ, ∂
∂xν >=

δµν = ∂xµ

∂xν ;

i. 对偶基可以作为微分: < df, ∂
∂xν >=<

∂f
∂xµ dx

µ, ∂
∂xν >=

∂f
∂xν ⇒<

df,X >= X[f ];

(b) 余切空间中的任一元可写成微分 1−形式ω = ωµdx
µ,< ω,Xν ∂

∂xν >=

ωµX
µ;

(c) 余切空间的元 ω 无需参考任何坐标系: 设 p ∈ Ui ∩ Uj , ω =

ωµdx
µ = ω̃νdy

ν⇒ω̃ν = ∂xµ

∂yν ωµ;

i. 不同坐标系下余切空间的元 ω 差一个雅可比矩阵的“逆矩阵”;

10. 张量积: 向量空间 V,W 的张量积 V ⊗W 可以看作 V ×W 模去一组等价

关系: 设 (v, w) ∈ V×W ,等价关系


(v1 + v2, w) ∼ (v1, w) + (v2, w)

(v, w1 + w2) ∼ (v, w1) + (v, w2)

λ · (v, w) = (λ · v, w) = (v, λ · w)

,

则张量积定义为 V ⊗W ≡ V ×W/ ∼;

(a) 张量积V⊗W 中元素 v⊗w的性质:

(λ1v1 + λ2v2)⊗ w = λ1(v1 ⊗ w) + λ2(v2 ⊗ w)

v ⊗ (λ1w1 + λ2w2) = λ1(v ⊗ w1) + λ2(v ⊗ w2)
;

(b) 若 ei, fα 分别构成 V,W 的基, 则 ei ⊗ fα 构成 V ⊗ W 的基, 故

dimV ⊗W = dimV ⊗ dimW ;

11. (q, r)−型张量空间: 在 p ∈M 点处的 (q, r)−型张量空间定义为:Tp(M)qr =

⊗qTp(M) ⊗r T
∗
p (M), T ∈ Tp(M)qr⇒T

µ1...µq
ν1...νr

∂
∂xµ1

⊗ ... ⊗ ∂
∂xµq ⊗ dxν1 ⊗

...⊗ dxνr ;

(a) 张量 T在坐标变换 xµ → yµ = yµ(x) 下是协变的;

(b) 向量场: 当点 p在M 中变动,若相应的向量 V 光滑地变动,就称 V

是M 上的一个向量场; ∀f ∈ F(M) ⇒ V [f ] ∈ F [M ];

i. 向量场 X 在 p点处的值 X|p ∈ Tp(M);

(c) (q, r)− 型张量场: (q, r)− 型张量场的全体记作 T q
r (M);
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12. 微分映射: 光滑映射 f : M → N 诱导的微分映射 (push forward)f∗ :

TpM → Tf(p)N . 若 ∀g ∈ F [N ], g◦f ∈ F [M ], ∀V ∈ Tp(M), V [g◦f ] ∈ R,
(f∗V )[g] ≡ V [g ◦ f ](即取坐标卡 (U,ϕ), (V, ψ)), 则 (f∗V )[g ◦ ψ−1(y)] =

V [g ◦ f ◦ ϕ−1(x)](即设

x = ϕ(p)

y = ψ(f(p))
). 其中 V ≡ V µ ∂

∂xµ , f∗V ≡

Wα ∂
∂yα⇒Wα = V µ ∂yα(x)

∂xµ (g = yα);

(a) 微分映射对高阶逆变张量的作用: 对于 f∗ : Tp(M)q0 → Tf(p)(N)q0,

T = T µ1...µq ∂
∂xµ1

... ∂
∂xµq ∈ Tp(M)q0,则 f∗T = (f∗T )

α1...αq ∂
∂yα1

... ∂
∂yαq ∈

Tf(p)(N)q0, (f∗T )
α1...αq = T µ1...µq ∂yα1 (x)

∂xµ1
...∂y

αq (x)
∂xµq ∈ Tf(p)(N)q0;

(b) 微分映射的链式法则 (流形上): 若 f : M → N , g : N → P 是流形

M,N,P 之间的光滑映射,则复合 g ◦ f : M → P 的微分映射具有

链式,则 (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗;

i. 若用 xµ, yα, zλ 分别表示 p ∈ M, f(p) ∈ N, g(f(p)) ∈ P 的坐

标,则 ((g ◦ f)∗V )λ = ∂zλ(y(x))
∂xµ V µ = ∂zλ

∂yα

∂yα

∂xµV
µ = ∂zλ

∂yα (f∗V )α;

13. 光滑映射诱导的拉回映射: 映射 f : M → N 自然诱导出另一个 (方

向相反的) 拉回映射 (pull back)f∗ : T ∗
f(p)N → T ∗

pM , < f∗ω, V >≡<
ω, f∗V >;

(a) 拉回映射对高阶协变张量的作用: 对于 f∗ : Tf(p)(N)0r → Tp(M)0r ,

其分量形式 (f∗T )µ1...µr
= Tα1...αr

∂yα1

∂xµ1
...∂y

αr

∂xµr
;

(b) 拉回映射的分量形式: (f∗ω)µV
µ = ωα(f∗V )α = ωα

∂yα

∂xµV
µ, 即

(f∗ω)µ = ωα
∂yα(x)
∂xµ ;

(c) 映射法则: (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗;

14. 微分映射和拉回映射推广到 (q, r)− 型张量: 一般而言, f∗ 和 f∗ 不能推

广到混合的 (q, r)− 型张量. 但是当 N = M , f ∈ Diff(M) 时, 因为

f−1 存在且可微, Jacobian矩阵可逆, f∗ 和 f∗ 描述张量在主动坐标变换

下的协变性;

15. 子流形:设 f :M → N 光滑, dimM ≤ dimN ;

(a) 浸入: 称 f 为M 在N 中的浸入,当 f∗ : TpM → Tf(p)N 是单射,即

Jacobian矩阵是满秩的 (rankf∗ = dimM );
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(b) 嵌入: 若 f 本身也是单射, 则称 M 为 N 的嵌入, 此时 f(M) 为 N

的子流形;

16. 积分曲线: 任取 M 上的向量场 X ∈ χ(M), 该向量场积分曲线 x(t) 定

义为 x = x(t) 处的切向量恰为 X|x, 在坐标卡 (U,ϕ) 中用分量表示为
dxµ(t)

dt
= Xµ(x(t));

(a) 集分曲线的初始位置记为 xµ0 = xµ(0);

(b) 过给定点的积分曲线存在且唯一: 以 σ(t, x0) 表示 t = 0 时初始位

置为 x0 的积分曲线, 则

 d
dt
σµ(t, x0) = Xµ(σ(t, x0))

σµ(0, x0) = xµ0

, 由一阶常

微分方程组解的性质,可知过给定点的积分曲线是存在且唯一的;

i. 积分曲线满足 σ(t, σµ(s, x0)) = σ(s+ t, xµ0 );

(c) 流: 映射 σ : R×M →M 定义了向量场 X ∈ χ(M) 的流;

(d) 微分同胚 (由积分曲线定义): 固定 t ∈ R 时, σt(x) ≡ σ(t, x) 定义了

微分同胚σt :M → N ,即


σt(σs(x)) = σt+s(x) ⇒ σt ◦ σs = σt+s

σ0 = Id

σ−t = (σt)
−1

;

17. 单参数子群: {σt|t ∈ R}构成 (M) 的交换子群,称为单参数子群;

18. 无穷小变换: σµ
ε (x) ≈ xµ + ε

dσµ
t (x)

dt
|t=0 = xµ + εXµ(x);

(a) 无穷小生成元: 向量场 X = Xµ ∂
∂xµ 构成变换 σt 的无穷小生成元;

19. 向量场的流: 给定向量场 X , 与之对应的流 σ 可通过指数映射得到,

σµ(t, x) = xµ +
∞∑

n=1

tn

n!

(
d
ds

)n
σµ(s, x)

∣∣
s=0

= xµ +
∞∑

n=1

tn

n!
Xnxµ

∣∣
s=0

=

exp(tX)xµ;

(a) 流的性质:


σµ(0, x) = exp(0 ·X)xµ = xµ

dσµ(t,x)
dt

= X exp(tX)xµ = d
dt
[exp(tX)xµ]

σ(s, σ(t, x)) = σ(s, exp(tX)x) = exp(sX) exp(tX)x = exp((s+ t)X)x = σ(s+ t, x)

;

(b) 向量场生成的流: 设 σ(t, x), τ(t, x) 是由向量场 X,Y 生成的流, 则
dσµ(s,x)

ds
= Xµ(σ(s, x)), dτµ(t,x)

dt
= Y µ(τ(t, x));
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20. Lie 导数: 设 Y |x ∈ TxM 可以沿 σ(s, x) 到临近点 x′ = σε(x), Y |σε(x) ∈
Tσε(x)M ,则Lie导数描述Y 的变化为LXY = lim

ε→0

1
ε

[
(σ−ε)∗Y |σε(x) − Y |x

]
;

(a) Lie 导数的坐标表示: 在坐标卡 (U,ϕ) 中考虑分量 σµ
ε (x) = xµ +

εXµ(x), 经过无穷小变换后, 用 (σ−ε)∗ 映回 x 处, 代入 Lie 导数得

到 LXY = [Xµ(x)∂µY
ν(x)− Y µ(x)∂µX

ν(x)]eν |x;

(b) Lie 括号: 向量场 X = Xµ ∂
∂xµ , Y = Y µ ∂

∂xµ 的 Lie 括号定义为

[X,Y ] ≡ XY − Y X = [Xµ(x)∂µY
ν(x)− Y µ(x)∂µX

ν(x)]eν |x;

i. 尽管 XY, Y X 是二阶微分算子, 但其差仍然为一阶算子, 因而

仍是向量场;

ii. 向量场在 Lie括号运算下封闭:

A. 双线性:

[X, c1Y1 + c2Y2] = c1[X,Y1] + c2[X,Y2]

[c1X1 + c2X2, Y ] = c1[X1, Y ] + c2[X2, Y ]
;

B. 斜对称性: [X,Y ] = −[Y,X];

C. Jacobi恒等式: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0;

(c) 链式法则: 设X,Y ∈ χ(M), f :M → N ,则 f∗[X,Y ] = [f∗X, f∗Y ];

i. Lie导数描述了两个流的非对易性质: τµ(δ, σ(ε, x))−σµ(ε, τ(δ, x)) =

εδ[X,Y ]µ;

(d) 对易: LXY = [X,Y ] = 0⇔σ(s, τ(t, x)) = τ(t, σ(s, x));

(e) 微分 1−形式ω ∈ Ω−1(M)的Lie导数LXω ≡ lim
ε→0

1
ε

[
(σε)

∗ω|σε(x) − ω|x
]
,

令 ω = ωµdx
µ 则可展开为 LXω = (Xν∂νωµ + ∂µX

νων)dx
µ;

(f) 对标量函数 f ∈ F(M)的Lie导数LXf ≡ lim
ε→0

1
ε
[f(σε(x))−f(x)] =

Xµ(x) ∂f
∂xµ = X[f ];

(g) 对一般张量场的 Lie导数 LX(Y ⊗ ω) = Y ⊗ (LXω) + (LXY )⊗ ω;

21. 爱尔兰根纲领: 利用群理论和仿射几何对几何学进行形式化;

22. 微分形式: 设 ω ∈ Tp(M)0r 是 r− 阶协变张量, P 是 r 个元素的重排

Pω(V1, ..., Vr) = ω(VP (1), ..., VP (r)), 即对 ω(eµ1
, ..., eµ1

) = ωµ1µ2...µr
有

Pω(eµ1
, ..., eµ1

) = ωµP (1)...µP (r)
. 在 M 空间中 r− 阶协变张量 ω 在 p 点

的微分形式全体记为 Ωr
p(M);

(a) 对称化: Sω = 1
r!

∑
P∈Sr

Pω,反对称化: Aω = 1
r!

∑
P∈Sr

(P )Pω;
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23. 楔积: 对于 2− 形式的切矢量基有 dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ,

推广到 r− 形式 dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr =
∑

P∈Sr

(P )dxµP (1) ⊗ ...⊗ dxµP (r) ;

(a) 张量场分量的楔积表示: ω = 1
r!
ωµ1µ2...µr

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr ;

(b) 楔积的性质:

i. 若指标值有相重复,则楔积为 0;

ii. 楔积的指标经过重排,则出现排列的符号因子 (P );

iii. 楔积对每个因子都是线性的;

(c) 微分形式的维数: 对 ω ∈ Ωr
p(M) 的独立分量的个数为 Cr

m =
m!

r!(m−r)!
,所以 dimΩr

p(M) = m!
r!(m−r)!

= dimΩm−r
p (M);

24. 外积: 由楔积定义映射∧ : (ω, ξ) ∈ Ωq
p(M)×Ωr

p(M) → ω∧ξ ∈ Ωq+r
p (M),

其运算定义为 (ω∧ξ)(V1, ..., Vq+r) =
1

q!r!

∑
P∈Sq+r

(P )×ω(VP (1), ..., VP (q))·

ξ(VP (q+1), ..., VP (q+r));

(a) 分量形式: 对于张量场

ω = 1
q!
ωµ1...µq

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq

ξ = 1
r!
ξµq+1...µq+r

dxµq+1 ∧ ... ∧ dxµq+r

,

外积运算可表示为分量形式 (ω∧ξ)µ1...µq+r
= (q+r)!

q!r!
ωµ1...µq

ξµq+1...µq+r
;

(b) 结合律: ∀ξ, η, ω ∈ Ω∗
p(M),有 (ξ ∧ η) ∧ ω = ξ ∧ (η ∧ ω);

(c) qr− 律: ∀ξ ∈ Ωq
p(M), η ∈ Ωr

p(M),有 ξ ∧ η = (−1)qrη ∧ ξ;

i. 奇形式 ξ, η 的外积反对易, (−1)qr = −1⇒ξ ∧ η = 0;

ii. 偶形式 ξ 与任何形式的 η 的外积对易, ξ ∧ η = η ∧ ξ;

25. 外代数: 微分形式全体在向量空间的运算和外积运算下形成外代数

Ω∗
p(M) = ⊗m

r=0Ω
r
p(M);

26. 外导数 (外微分): 作用在 r− 形式上外导数 dr : Ωr(M) → Ωr+1(M) 定

义为ω = 1
r!
ωµ1...µr

dxµ1∧...∧dxµr ∈ Ωr(M)⇒dω = drω = 1
r!

(
∂

∂xν ωµ1...µr

)
dxν∧

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr ;

(a) 莱布尼兹法则: 设 ξ ∈ Ωq(M), η ∈ Ωr(M), d(ξ ∧ η) = dξ ∧ η +

(−1)qξ ∧ dη;

i. 幂零性: d2 = 0,即 dr+1dr = 0;

ii. 设 f∗ 是协变张量的 pull-back:
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A. d(f∗ω) = f∗(dω);

B. f∗(ξ ∧ η) = (f∗ξ) ∧ (f∗η);

(b) 其他性质: 对于 X = Xµ ∂
∂xµ , Y = Y µ ∂

∂xµ ∈ X (M), ω = ωµdx
µ ∈

Ω1(M),有 dω(X,Y ) = X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X,Y ]);

i. 对于 r−形式: dω(X1, ..., Xr+1) =
r∑

i=1

(−1)i+1Xiω(X1, ..., X̂i, ..., Xr+1)+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, ..., X̂i, ..., X̂j , ..., Xr+1);

27. 内积: 设X ∈ X (M),定义内积 iX : Ωr(M) → Ωr−1(M),运算 iXω(X1, ..., Xr−1) =

ω(X,X1, ..., Xr−1);

(a) 分量形式: iXω = 1
(r−1)!

Xνωνµ2...µr
dxµ2∧...∧dxµr= 1

r!

r∑
s=1

Xµsωµ1...µs...µr
(−1)s−1dxµ1∧

... ∧ d̂xµs ∧ ... ∧ dxµr , d̂xµs 表示抽除该项;

(b) 微分形式的Lie导数: LXω = (diX+iXd)ω = (ωµ∂νX
µ+Xµ∂µων)dx

ν ;

i. r−形式: LXω = Xν 1
r!
∂νωµ1...µr

dxµ1∧...∧dxµr+
r∑

s=1

∂µs
Xν 1

r!
ωµ1...ν...µr

dxµ1∧

... ∧ dxµr ;

ii. 普遍形式: LX = diX + iXd;

28. 复形: 一系列空间之间的一系列线性映射;

(a) 映射的象: 设映射 t : V1 → V2,则记映射 t的象为 Im(t) ⊆ V2;

(b) 映射的核 (原象): 设映射 t : V1 → V2,则记映射 t的原象为Ker(t) ⊆
V1;

(c) de Rham 复型: 对一系列空间 Ωn(M) 之间有一系列映射 dn, 若

Imdr ⊆ Kerdr+1,则称这个复型为 de Rham复型;

i. 恰当形式的拓扑空间可以推出闭形式;

29. 近辛流形 (AS 流形): 如果 2n 维光滑流形 M 上存在一个 2− 形式 ω 满

足非退化条件 ωn := ω ∧ ... ∧ ω 6= 0,则称其为近辛流形;

(a) 非退化条件的其他形式: 将 2− 形式的 ω 展开为分量形式 ω =
1
2
ωµνdx

µ ∧ dxν ,则非退化性等价于 det[ωµν ]2n×2n 6= 0;

(b) 若定义 [ωµν ] :=
1

2nn!
ωµ1ν1

...ωµnνn
εµ1ν1...µnνn ,则 det[ω] = [ω]2;

30. 辛流形: 如果 AS流形 (M,ω) 上的辛形式是闭的 dω = 0,则称其为辛流

形;
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(a) 辛同胚: 辛流形 (M,ω) 和 (M ′, ω′) 之间的微分同胚映射 f : M →
M ′ 能够保持辛结构 ω = f∗ω′,则称该微分同胚映射为辛同胚;

(b) 自映射保持辛结构的条件: 当辛流形 (M,ω) 上的自映射 σt :M →
M 满足 σ∗

tω = ω⇒LXω = 0 时,则自映射能够保持辛结构;

31. 可定向性: 设 M连通, p ∈ Ui ∩ Uj ⊂ M 有两套局部坐标系 xµ, yα;切空

间 TpM 由 eµ = ∂
∂xµ 或 ẽα = ∂

∂yα 张成 ẽα = ∂xµ

∂yα eµ. J = det[∂x
µ

∂yα ] 的符

号确定相对定向性, J = 1 时, eµ, ẽα 保持定向;

(a) 可定向流形: 若 M 中任意两个有交集的坐标卡 Ui ∩ Uj 6= φ, 存在

Ui 的局部坐标 {xµ} 和 Uj 的局部坐标 {yα}, 使得 J |Ui∩Uj
处处为

正,则称M 是可定向流形;

(b) 可定向流形 M 允许有处处非零的体积形式: 设 h(p) > 0, ω =

h(p)dx1 ∧ ... ∧ dxm ∈ Ωm(M) ∼= Ω0(M) = F(M);

i. 坐标变换: 点 p ∈ Ui∪Uj 的坐标变换定义为ω = h(p) ∂x1

∂yµ1
dyµ1∧

... ∧ ∂xm

∂yµm
dyµm = h(p) det

(
∂xµ

∂yν

)
dy1 ∧ ... ∧ dym;

ii. 不可定向流形上不存在体积形式;

32. 积分的引入: 当流形 M 是可定向的时, 才能对其上的微分形式进行积

分;

(a) (TODO)m− 元积分: 函数 f :M → R 在流形上积分可以通过体积

元ω定义. 在坐标卡Ui 上构建积分,将其定义为普通维欧氏空间中

开集ϕi(Ui)上的m−元积分
∫
Ui
fω =

∫
φ(Ui)

f(ϕ−1
i (x))h(ϕ−1

i (x))dx1...dxm;

i. 存在的问题:

A. 开覆盖 {Ui|i ∈ I} 的指标集 I 未必可数, 更不一定是有限

集;

B. 即使存在有限的开覆盖 (如紧致流形), 仍有在 Ui ∩ Uj 6= φ

上计重积分的问题;

C. 依赖开覆盖的选择,不仅仅反映 (M,ω, f) 的信息;

(b) 单位拆分: 给定M 的一个开覆盖 {Ui|i ∈ I},从属于该开覆盖的单

位拆分是一族光滑函数 {εi :M → R|i ∈ I},满足下列条件:

i. ∀p ∈M, 0 ≤ εi(p) ≤ 1;

ii. εi ⊂ Ui,即 p /∈ Ui ⇒ εi(p) = 0;
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iii. ∀p ∈M, ∃ 邻域 Op ⊂M 使 εi|Op
6= 0 的函数 εi 仅有有限多个;

iv. ∀p ∈M ,有单位拆分
∑

i∈I,εi(p) ̸=0

εi(p) = 1(有限和);

A. f(p) =
∑
i

f(p)εi(p) =
∑
i

fi(p);

B.
∫
M
fω =

∑
i

∫
Ui
fiω;

(c) 单位拆分的特点:

i. 不同的开覆盖有不同的单位拆分,积分值相同;

ii. 和式中的非零部分构成有限和;

iii. 在 ∩Uj 6= φ上,如果 fi(p) 6= 0,则
∑
fj(p) = f(p),积分计重的

个部分被权重因子 εj(p) 压缩,总和相当于只计一次;

(d) 仿紧流形:

i. 细分: 开覆盖 {Ui|i ∈ I} 的一个细分 {Vj |j ∈ J} 指每个 Vj 都

是某个 Ui 的子集;

ii. 局部有限: 开覆盖 {Ui|i ∈ I}是局部有限的,如果 ∀p ∈M, ∃邻

域 Op 使 {i ∈ I|Ui ∩Op} 为有限;

iii. 仿紧流形意指M 上的每个开覆盖都有一个局部有限的细分;

iv. 紧致流形是仿紧流形的特殊形式;

(e) 单位拆分的条件: Hausdorff 空间 M 允许单位拆分, 当且仅当 M

是仿紧的;

33. Hodge星运算: 若M = Rm,定义线性运算 ∗: Ωq(M) → Ωm−q(M);

(a) ∗(dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq) = 1
(m−q)!

εµ1...µqµq+1...µm
dxµq+1 ∧ ... ∧ dxµm ;

i. 分量形式: 对于 ωq = 1
q!
ωµ1...µq

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq ∈ Ωq(M), 有
*ωq =

1
q!
ωµ1...µq

∗(dxµ1∧...∧dxµq) = 1
q!(m−q)!

ωµ1...µq
ε
µ1...µq
µq+1...µmdx

µq+1∧
... ∧ dxµm ;

(b) Levi-Civita张量: εµ1...µm
=


+1 µ1, ..., µm 1, ...,m

−1 µ1, ..., µm 1, ...,m

0

;

i. 对于 δν1...νs
µ1...µs

= det


δν1
µ1

... δνs
µ1

:̇ . · . :̇

δν1
µs

... δνs
µs

, Levi-Civita 张量满足

εµ1...µm
= δ1...mµ1...µm

;
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ii. 推论: ∗∗ωq = (−1)q(m−q)ωq ;

34. 顶形式与体积元的关系: dxµ1 ∧ ... ∧ dxµm = εµ1...µmdx1 ∧ ... ∧ dxm;

35. 向量空间的内积: 可在向量空间Ωq(M)中引入内积. 对于

αq =
1
q!
aµ1...µq

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq

βq =
1
q!
bµ1...µq

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq

,

有内积 (αq, βq) =
∫
M
αq∧∗βq =

1
q!

∫
M
aµ1...µq

(x)bµ1...µq
(x)dx1∧...∧dxm;

(a) 外导数 d 的伴随算子: δ : Ωq(M) → Ωq−1(M), (αq, dβq−1) =

(δαq, βq−1) ⇒ δ = (−1)mq+m+1∗d∗;

i. 幂零性: δ2 = 0;

(b) Laplace 算子: ∆ : Ωq → Ωq , ∆ = (d + δ)2 = dδ + δd, ∆ωq =

dq−1δqωq + δq+1dqωq ;

i. 正定性: (ωq,∆ωq) = (dωq, dω) + (δωq, δωq) ≥ 0;

ii. 调和形式: ∆ωq = 0 的形式;

36. Hodge 定理: 设 M 为紧致无边界流形, 其上任一 q− 形式的 ωq 可分解

为 ωq = dαq−1 + δβq+1 + γq,∆γq = 0;

37. Stokes定理:
∫
M
dωm−1 =

∫
∂M

ωm−1;

4 同调群和 de Rham定理

1. 几何独立: 在 Rm 中 r + 1 个几何独立的点不同时在任何 (r − 1)− 维超

平面上;

2. 单纯形: 设 0 ≤ r ≤ m, p0, ..., pr 是 Rm 中 r + 1 个几何独立的点, r−
单纯形由有界闭集 σr =< p0p1...pr >= {x ∈ Rm|x =

r∑
i=0

cipi, ci ≥

0,
r∑

i=0

cr = 1};

(a) 真面: 设 0 ≤ q ≤ r, 在 σr 的 r + 1 个顶点中任意选择 q + 1 个点

pi0 , ..., piq 构造的 q−单形 σq =< pi0 ...piq >称为 σr 的一个 q−面,

以 σq ≤ σr 记. 若 σq 6= σr ,则 σq 为 σr 的真面,记为 σq < σr ;

(b) 单纯复合形: 设 K 是 Rm 中有限个单形的集合, 称 K 为单纯复形,

当且仅当下列条件满足:
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i. ∀σ ∈ K,σ′ ≤ σ ⇒ σ′ ∈ K ;

ii. ∀σ, σ′ ∈ K,σ ∩ σ′ 或为空集, 或构成 σ, σ′ 的公共面, 即同时有

σ ∩ σ′ ≤ σ, σ ∩ σ′ ≤ σ′;

(c) 复形的维度: 复形K 的维数 dimK 定义为其中最高维单形的维数;

3. 多面体: 设K 是 Rm 中的一个复形,其全体单形的全体点所形成的空间

|K| ⊂ Rm 被称为多面体;

4. 单纯剖分: 复形K 被称为K 上多面体的一个单纯剖分或三角剖分;

(a) 多面体允许有不同的单纯剖分: K 6= K ′, |K| = |K ′|;

(b) 可三角剖分: 设 X 为拓扑空间, 如果存在一个复形 K 以及同胚映

射 f : |K| → X , 则称 X 可三角剖分, 并称 (f,K) 为 X 的一个三

角剖分;

5. 单向的单形: r ≥ 1维的单形可以引入两种不同的定向. 设π是 (0, 1, ..., r)

的一个排列,定向单形 σr = (p0...pr) 有 (pπ(0)...pπ(r)) = π(p0...pr) =

±σr ;

(a) r− 维链: 如复形 K 中有 Ir 个 r− 维定向单形 σr
i , 1 ≤ i ≤ Ir ,该复

形的一条 r− 维链是指形式和 c =
Ir∑
i=1

niσ
r
i , ni ∈ Z;

6. 链群: 复形K中的 r−维链之间可做加法运算 c =
Ir∑
i=1

niσ
r
i , c

′ =
Ir∑
i=1

n′
iσ

r
i ⇒

c + c′ =
Ir∑
i=1

(ni + n′
i)σ

r
i . 在该运算下, K 中所有 r− 维链形成一个交换

群 Cr(K),称之为链群, (n1, ..., nIr) 称为链 c =
∑

i niσ
r
i 的系数;

(a) 单位元: 0 =
Ir∑
i=1

0 · σr
i ;

(b) 逆元: −c =
Ir∑
i=1

(−ni) · σr
i ;

(c) Cr(K) ∼= Z⊗ Z⊗ ...⊗ Z;

7. 边缘算子: 边缘算子 ∂r 作用在 r− 维单形 σr 上给出 (r − 1)− 维链

∂r(p0...pr) =
r∑

i=1

(−1)i(p0...p̂i...pr);

(a) 将 ∂ 线性地扩充到 r− 维链的作用, 该算子显然是群同态 ∂r :

Cr(K) → Cr−1(K), ∂r

(
Ir∑
i=1

niσ
r
i

)
=

Ir∑
i=1

ni∂rσ
r
i ;
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8. 闭链: c ∈ Cr(K) 称为 r− 维闭链,当且仅当 ∂rc = 0;

(a) 边缘链: c称为 r− 维边缘链,当且仅当 ∃c′ ∈ Cr+1(K), c = ∂r+1c
′;

i. r− 维边缘链之集 Br(K) 构成 Cr(K) 的子群 0 = ∂(0);

(b) 边缘算子的幂零性: ∂r ◦ ∂r+1 : Cr+1(K) → Cr−1(K) 是零映射,即

∂r(∂r+1c) = 0, ∀c ∈ Cr+1(K),简记为 ∂2 = 0;

9. 同调群:

(a) 同调群: 设 K 是 n− 维复形, r− 阶同调群 Hr(K), 0 ≤ r ≤ n定义

为K 的 r− 维闭链群 Zr(K) 模掉边缘链子群 Br(K),即Hr(K) =

Zr(K)/Br(K);

i. 闭链的同调关系是等价关系,闭链 c ∈ Zr(K) 的同调等价类记

作 [c] ∈ Hr(K);

ii. 设 (K, f), (L, g) 分别是拓扑空间 X 和 Y 的三角剖分, 则当

X ∼= Y 同胚时有 Hr(K) = Hr(L), r = 0, 1, ...;

A. 同调群是拓扑不变量;

iii. 若K 是连通的复形,则 H0(K) = Z;

(b) 流形的 Betti 数: br = dimHr(M,Z), 及构成复形的自由生成群的

个数;

i. Euler 示性数: χ(M) =
dimM∑
r=0

(−1)rbr , Euler 示性数是一个拓扑

不变量;

(c) 有限生成: 如果交换群 G 存在 I < ∞ 个生成元 aj , 1 ≤ j ≤ I , 使

得任何群元 g 都能够表示成 g =
I∑

j=1

njaj(∀g ∈ G,nj ∈ Z),则称 G

是有限生成的;

i. 自由交换群: 如果有限生成交换群 G 的生成元是线性无关的,

即 n1a1 + ... + nIaI = 0 蕴含 n1 = ... = nI = 0, 则称 G 由基

元 ai, ..., aI 自由生成;

A. 自由交换群 G的任一子群 H 仍是一个自由交换群;

(d) 同调群的一般性质:

i. 如果K 有 N 个连通分支K1, ...,KN ,则 H0(Kj) = Z, 1 ≤ j ≤
N , H0(K) = H0(K1)⊕ ...⊕H0(KN ) = Z⊕ ...⊕ Z;



4 同调群和 DE RHAM定理 18

ii. K 的 r− 阶同调群由其各个连通分支 Kj(1 ≤ j ≤ N) 的 r−
阶同调群确定: Hr(K) = Hr(K1)⊕ ...⊕Hr(KN );

(e) 幺模矩阵: 幺模矩阵 Eij 满足 (Eij)kl =

δkl + δikδjjl i 6= j

δkl − 2δikδjl i = j
, 各

元皆为整数,并且 dimEij = ±1;

(f) 等价关系: 设 C,D 是 n ×m 的整系数矩阵, 如果存在 n− 阶的幺

模方阵 N 和m− 阶幺模方阵 M 使得 D = NCM,就称 D 与 C 等

价,记作 D ∼ C ;

(g) 整系数矩阵 C 的初等变换: 都是等价变换;

i. C ′ = EijC , C 的第 i行加上第 j 行;

ii. C ′ = CEji, C 的第 i列加上第 j 列;

iii. C ′ = EiiC , C 的第 i行变成相反数;

iv. C ′ = CEii, C 的第 i列变成相反数;

v. 行或列的交换操作;

(h) 标准型: 若 n ×m 整系数矩阵 C 的秩为 r(r ≤ min(m,n)), 则存在

n阶幺模方阵 N 和m阶幺模方阵 M 使得 D = NCM,则称 D 为

C 的标准型, r 为不变因子;

i. 推论: 如果 m 维自由交换群 Gm 以 a1, ..., am 为一组基, F 是

Gm 的一个子群, 则存在 Gm 的一组基 a′1, ..., a
′
m 及 r 个正数

d1, ..., dr(r ≤ m),其中 di 可除尽 di+1,使得F 是以 d1a
′
1, ..., dra

′
r

为一组基的自由交换群 (d1Z)⊕ ...⊕ (drZ);

ii. 若 G是有限维自由交换群, F是其任一子群,那么 G/F ∼= Z⊕
...⊕Z(m− r个自由生成群)⊕Zd1

⊕ ...⊕Zdr
(r个循环群),其中

Zd 表示整数 d生成的循环群;

A. 同调群的一般结构: Hr(K,Z) ∼= Z⊕ ...⊕Z⊕Zd1
⊕ ...⊕Zdr

;

B. 挠子群: 同调群的非自由部分被称为挠子群;

iii. 定理: 在 n− 维复形 K 总设有 Ir 个 r− 维单形, 则 χ(K) =
n∑

r=0

(−1)rIr =
n∑

r=0

(−1)rbr 称为复形K 的 Euler示性数,是个拓

扑不变量;

(i) 上链: 复形 K 的整系数 r− 维链群 Cr(K) 相应的 r− 维上链群定

义为 Cr(K) = Hom(Cr(K),Z);
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i. 上闭链: δcr = 0;

ii. 上同调群: 复形K的 r-维上同调群由商群Hr(K,Z) = Zr(K,Z)/Br(K,Z), 0 ≤
r ≤ dimK 给出;

A. 上同调群的一般结构: Hr(K,Z) ∼= Z ⊕ ... ⊕ Z⊕T r(K), 其

中 T r(K) = Tr−1(K)(即由下同调的低维循环群构成);

10. de Rham理论:

(a) 流形中的单形: 流形M 中的 r− 维单形可用光滑映射 f : σr →M

的像 sr = f(σr) 定义;

i. r− 维链: 设 {sjr} 是 M 中的 r− 维单形之集, 则 r− 维链为

cr =
∑
j

ajs
j
r, aj ∈ R;

ii. 链群: M 中的 r− 维链全体形成链群 Cr(M);

iii. 边缘: 在映射 f : σr →M 下, ∂σr 被映成M 的子集 f(∂σr),记

为 ∂sr ,它构成M 中的 (r − 1)− 维单形,叫做 sr 的边缘;

A. 线性: ∂ : Cr(M) → Cr−1(M);

B. 幂零性: ∂2 = 0;

iv. 边缘链群: 由 ∂cr = 0 定义的 r− 维闭链全体构成闭链群

Zr(M), r− 维边缘链 ∂cr+1 全体形成的边缘链群 Br(M) 是

Zr(M) 的子群;

(b) 流形M 上的 r−阶奇异 (下)同调群: Hr(M) = Zr(M)/Br(M), 0 ≤
r ≤ dimM ;

i. 奇异同调群与多面体同调群在是当拓扑条件下是同构的;

(c) 微分形式在链上的积分: 设 ω ∈ Ωr(M), sr = f(σr) 为 r− 维单形,

cr =
∑

j ajs
j
r ∈ Cr(M)是任一 r−维链,有


∫
sr
ω =

∫
σr
f∗ω (f∗ Rr r − )∫

cr
ω =

∑
j

aj
∫
sjr
ω =

∑
j

aj
∫
σj
r
f∗ω

;

i. Stocks 定理: ∀ω ∈ Ωr−1(M), c ∈ Cr(M), 有
∫
c
dω =

∫
∂c
ω 成

立;

A. r− 维链 c上的积分: < ω, · >: Cr(M) → R, c 7→< ω, c >=∫
c
ω;

B. Stocks定理表明外导数 ∂ 是上边缘算子;
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(d) 上同调群: 流形 M 上的 r− 维 de Rham 上同调群定义为闭的 r

形式全体 Zr(M) 模掉恰当的 r− 形式全体 Br(M), Hr
dR(M,R) =

Zr(M)/Br(M), 0 ≤ r ≤ dimM . 其中Zr(M) = Ker{d : Ωr(M) →
Ωr+1(M)}, Br(M) = Im{d : Ωr−1(M) → Ωr(M)};

i. 两个 r− 阶闭形式是同调等价的, ω ∼ ω′,如存在恰当的 r− 形

式 dα使得 ω′ = ω + dα,同调等价类记为 [ω],生成 Hr
dR(M);

ii. 同调类的双线型: Hr
dR(M) × Hr(M) → R, < [ω], [c] >=<

ω, c >;

(e) de Rham定理: 若M 紧致,则Hr(M),Hr
dR(M)的维数有限,且双线

型 < [ω], [c] >非退化 (张成矩阵的行列式不等于 0). 因此Hr
dR(M)

是 Hr(M) 的对偶向量空间;

i. 在 Hr(M) 中任取一组基 [ci], 1 ≤ i ≤ br ;同调等价类相应的代

表元为 c1, ..., cbr ∈ Zr(M):

A. 非退化性: 若 < [ψ], [ci] >= 0, 1 ≤ i ≤ br ,则 ψ 必然是零调

的. 即闭的 r− 形式 ψ 是恰当的, iff
∫
ci
ψ = 0, 1 ≤ i ≤ br ;

B. 对偶基的存在性: ∃[ωi] ∈ Hr
dR(M), 使得

∫
ci
ωj = δij , 1 ≤

i, j ≤ br ;

ii. 傅立叶技巧: ∀u1, ..., ubr ∈ R, ∃ω ∈ Zr(M) 使
∫
ci
ω = ui, 1 ≤

i ≤ br ,只需令 ω =
∑
i

uiωi;

(f) 同伦: 设 X,Y 是拓扑空间,称连续映射 f, g : X → Y 是同伦的,若

存在一个连续映射 H : X × [0, 1] → Y 使得 ∀x ∈ X,H(x, 0) =

f(x),H(x, 1) = g(x);

i. 伦移: 函数H 称为从 f 到 g 的一个伦移,即映像经过连续形变

f(X) → g(X) ⊂ Y ;

ii. 同伦等价: 连续映射 f0 : X → Y 与 f1 : X → Y 同伦等价的记

号: f0 ' f1 : X → Y ;

(g) 拓扑空间的同伦: 拓扑空间 X,Y ,连续映射 f : X → Y, g;Y → X ,

满足 g◦f ' IdX , f ◦g ' IdY ,则称X 与 Y 之间同伦,记作X ' Y ;

i. 同胚的拓扑空间是同伦等价的,但反之不成立;

(h) 可缩空间: 存在常值映射 pr : X → X, ∀x ∈ X, pr(x) = x0 同伦于

恒等映射 Id : X → X ,则称 X 为可缩空间;
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(i) Poincare 引理: 若流形 M 的一个坐标邻域 U 是可缩的, 那么 U

上的任何闭形式必然是恰当的: ∀ω ∈ Ωr(U), dω = 0 ⇒ ∃α ∈
Ωr−1(U), ω = dα;

i. 对于可缩空间 Rn, 其上的微分形式皆为恰当形式 Hr
dR(Rn) =

0, 1 ≤ r ≤ n,由连通性知 H0
dR(Rn) = R;

ii. 一个恒等式: ∀ω ∈ Ωr(N), dPH∗ω + PH∗dω = g∗ω − f∗ω;

iii. 若 f, g : M → N 是互为同伦的映射, 则它们各自诱导的线性

映射 f∗, g∗ : Hr
dR(N) → Hr

dR(M) 相等,即 f∗ = g∗;

(j) 单连通流形M 上的任一闭 1− 形式 ω 沿曲线 γ(x0, x) 的积分只依

赖于端点 x0 和 x,当 x0 固定而 x在M 中变动时, f(x) =
∫
γ(x0,x)

ω

是单值函数, df = ω,故 H1
dR(M) = 0;

11. Poincare对偶: 设M 为m− 维紧致流形, ∂M = φ,定义双线型 < ·, · >:
Hr

dR(M)×Hm−r
dR (M) → R: < ω, η >=

∫
M
ω ∧ η, ∀[ω] ∈ Hr

dR(M), [η] ∈
Hm−r

dR (M);

(a) 表达式与代表元的选择无关;

(b) 该双线型是非退化的,向量空间的对偶 Hr
dR(M) ∼= Hm−r

dR (M), 0 ≤
r ≤ m;

(c) br = bm−r , 故奇数维流形的欧拉示性数为零: χ(M) = (b0 +

(−1)mbm)− (b1 + (−1)mbm−1) + ... = 0;

(d) de Rham上同调类之间的外积: [ω] ∧ [η] = [ω ∧ η];

i. 上同调环: 向量空间的直和 H∗(M) = ⊕m
r=0H

r(M) 中除原有

的加法外, 还可以引入外积使 H∗(M) 形成环: ∧ : H∗(M) ×
H∗(M) → H∗(M);

12. Kunneth公式: 当 1 ≤ p ≤ r时, ωp
i ∧ η

r−p
j 构成M 上闭的 r− 形式,故其

等价类描述 Hr(M) 中的一元; 反之, Hr(M) 中的任一元可以用乘积基

[ωp
i ∧η

r−p
j ]展开,于是Hr(M) = ⊕p+q=rH

p(M1)⊗Hq(M2)⇒


br(M) =

∑
p+q=r

bp(M1)bq(M2)

χ(M) = χ(M1)χ(M2)

;
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5 同伦群

1. 保基连续映射: 设 Σ, X 是拓扑空间,分别取定“基点”σ0 ∈ Σ, x0 ∈ X ,若

映射 f : Σ → X 是保持基点的,即 f 满足 f(σ0) = x0,则称其为保基连

续映射;

(a) 保基连续映射 f : Σ → X 全体记作 XΣ = {f |f : Σ → X, f(σ0) =

x0};

(b) 保基映射 f : Σ2 → Σ1 及 g : X1 → X2 诱导了 XΣ1
1 → (gf ) →

XΣ2
2 , gf : XΣ1

1 → XΣ2
2 , ∀h ∈ XΣ1

1 , gf (h) = g ◦ h ◦ f ;

2. 映射 gf 的基本性质:

(a) 若 f ′ : Σ3 → Σ2, g
′ : X2 → X3 是保基映射, 则 g′f

′ ◦ gf = (g′ ◦
g)f◦f

′
: XΣ1

1 → XΣ3
3 ;

(b) 若 f1 ' f0 : Σ2 → Σ1, g1 ' g0 : X1 → X2, 则 gf11 ' gf00 : XΣ1
1 →

XΣ2
2 ;

3. 如果 Σ1 ' Σ2, X1 ' X2,那么 XΣ1
1 ' XΣ2

2 :

(a) Σ1 ' Σ2 ⇒

f : Σ2 → Σ1

f ′ : Σ1 → Σ2

, f ◦ f ′ ' Id, f ′ ◦ f ' Id;

(b) X1 ' X2 ⇒

g : X2 → X1

g′ : X1 → X2

, g ◦ g′ ' Id, g′ ◦ g ' Id;

(c) gf : XΣ1
1 → XΣ2

2 , g′f
′
: XΣ2

2 → XΣ1
1 ;

4. 道路空间总是可缩的: X [0,1] ' X{1} ' {f0};

5. 加接: X 在 f(Z) 处与 Y 的加接定义为 X ∪ Y / ∼,记为 X ∪f Y ;

6. 楔积: 取基点 x ∈ X, y ∈ Y ,楔积 X ∨ Y = (X ∪ Y )/(x ∼ y);

(a) X ∨ Y 可看作乘积空间 X × Y 的子集 (X × {y}) ∪ ({x} × Y );

7. 给定拓扑空间 Xj , Yj 及连续保基映射 fj : Xj → Yj(j ∈ J), ∃ ∨j∈J fj :

∨j∈JXj → ∨j∈JYj 具有下面的性质:
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(a) 若 gj ;Yj → Zj(∀j ∈ J) 是连续保基的, 则 (∨j∈Jgj) ◦ (∨j∈Jfj) =

∨j∈J(gi ◦ fj);

(b) 若 fi ' gj : Xj → Yj 是同伦等价的映射 (∀j ∈ J), 那么 ∨j∈Jfj '
∨j∈Jgj : ∨j∈JXj → ∨j∈JYj ;

8. 若 ∀j ∈ J , Xj ' Yj 是同伦型,则 ∨j∈JXj ' ∨j∈JYj ;

9. 在 X ∨ Y 与乘积空间 X × Y 的某子集之间存在同胚 φ : X ∨ Y →
(X × {y}) ∪ ({x} × Y );

(a) 映射 φ 是满射且单射, 因此是一对一映射, 故存在逆映射 φ−1 :

(X × {y}) ∪ ({x} × Y ) → X ∨ Y ;

10. 归纳积 (旋积): 拓扑空间X,Y 的旋积定义为X∧Y = (X×Y )/(X∨Y );

(a) Sn ∧ S1 ∼= Sn+1;

(b) Bn ∧ S1 ∼= Bn+1;

11. 给定拓扑空间Xj , Yj 及连续保基映射 fj : Xj → Yj(j = 1, 2), ∃f1 ∧ f2 :
X1 ∧X2 → Y1 ∧ Y2 具有以下性质:

(a) 若 gj : Yj → Zj(j = 1, 2),则 (f1∧f2)◦(g1∧g2) = (f1◦g1)∧(f2◦g2);

(b) 如果 fj ' gj : Xj → Yj 是同伦等价的映射 (j = 1, 2), 那么 f1 ∧
f2 ' g1 ∧ g2 : X1 ∧X2 → Y1 ∧ Y2;

(c) 推论: 若 Xj ' Yj(j = 1, 2) 同伦,则 X1 ∧X2 ' Y1 ∧ Y2;

(d) 推论: 任意的 X 与可缩空间 Y 的归纳积 X ∧ Y 是可缩的;

12. 约化角锥: 任意拓扑空间 X 的约化角锥 c(X) = X ∧ [0, 1] 是可缩的;

13. 约化双角锥: 拓扑空间 X 的约化双角锥 s(X) = X ∧ S1;

14. 分配律: 设X,Y, Z 为拓扑空间,则有 (X ∨Y )∧Z ∼= (X ∧Y )∨ (Y ∧Z),
推广后得到 (∨j∈JXj) ∧ Y ∼= ∨j∈J(Xj ∧ Yj);

15. 结合律: 若 (a)-(c)满足至少项,则 (X ∧ Y ) ∨ Z ∼= X ∧ (Y ∨ Z);

(a) X,Y 紧致,且 X 为 Hausdorff空间;

(b) 或者, Y, Z 紧致,且 Z为 Hausdorff空间;
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(c) 或者, X,Z 是局部紧致的 Haussdorff空间;

16. 结合律推论: Sn ∧ Sm ∼= Sn+m;

17. 给定拓扑空间 X,Y, Z :

(a) 若 X,Y 为 Hausdorff空间,则 ZX∨Y ∼= ZX × ZY ;

(b) 若 X 为 Hausdorff空间,则 (Y × Z)X ∼= Y X × ZX ;

(c) 若 X,Y 是紧致的 Hausdroff空间,则 ZX∧Y ∼= (ZY )X ;

18. 圈空间: X 的圈空间定义为 Ω(X) = XS1

;

(a) Ω(Ω(...Ω(X)...)) ∼= XS1∧S1...∧S1 ∼= XSn

;

(b) Ω(X)Y = (XS1

)Y ∼= XY ∧S1

= Xs(Y );

19. 同伦等价类: 保基映射 f, g : Σ → X 间的同伦 f ' g 在XΣ 中确定了一

个等价关系,其同伦等价类 [f ] 形成的空间为 [Σ, X] = {[f ]|f ∈ XΣ} =

XΣ/ ',称为同伦类空间;

(a) n− 阶同伦群: πn(X) = [Sn, X]

20. 设 f : Y0 → Y1 是保基连续映射, 则 f 又到了 f• : [X,Y0] → [X,Y1], 具

有如下性质:

(a) 若 f ' f ′ : Y0 → Y1,则 f• = f ′
•; [X,Y0] → [X,Y1];

(b) 恒等映射 1 : Y → Y 诱导的 1• : [X,Y ] → [X,Y ] 是恒等映射;

(c) 若 g : Y1 → Y2,则 (g ◦ f)• = g• ◦ f• : [X,Y0] → [X,Y1];

(d) 推论: 如果 f : Y0 → Y1 是一个同伦等价性映射 (即存在 g : Y1 →
Y0 使 f ◦ g ' 1, g ◦ f ' 1), 那么 f 所诱导的映射 f• : [X,Y0] →
[X,Y1] 是 1 : 1 的;

21. 若对于一切拓扑空间 X , f• : [X,Y0] → [X,Y1] 都是 1 : 1 的, 那么

f : Y0 → Y1 是同伦等价性映射, Y0 ' Y1;

(a) Whitehead定理: πn(Y0) ∼= πn(Y1), ∀n ≥ 0 ⇒ Y0 ' Y1;

22. 映射 f : X0 → X1 诱导的 f• : [X1, Y ] → [X0, Y ] 具有下列性质:

(a) 若 f ' f ′ : X0 → X1,则 f• = f ′• : [X1, Y ] → [X0, Y ];
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(b) 恒等 1 : X → X 诱导的 1• : [X,Y ] → [X,Y ] 是恒等的;

(c) 若 g : X1 → X2,则 (g ◦ f)• = f• ◦ g• : [X2, Y ] → [X0, Y ];

23. 若 f : X0 → X1 对一切拓扑空间 Y 给出 1 : 1 对应的 f• : [X1, Y ] →
[X0, Y ],则 f 是同伦等价性映射 X0 ' X1;

24. 当 n ≥ 1 时, Sn 是 AH ′I− 空间 ⇒πn(X) = [Sn, X] 具有群结构 (这个

群结构在 n > 1 时是交换群);

25. 若 Y 是局部紧致的 Hausdorff 空间, 则存在 1 : 1 映射 [X ∧ Y, Z] ↔
[X,ZY ];在有群结构的情形下,该映射为群同构 [X ∧ Y, Z] ∼= [X,ZY ];

(a) [s(X), Y ] ∼= [X,Ω(Y )];

(b) [Sn ∧ Y, Z] ∼= [Sn, ZY ] = πn(Z
Y ), π0(ZY ) = [Y, Z];

26. 一些记号: 设 y ∈ Y 为基点, f : Y → Z, g : Y ′ → Z ′:

(a) 恒等映射: 1 = 1Y : Y → Y ;

(b) 含入映射: i1, i2 : Y → Y × Y ;

(c) 常值映射: eY : Y → Y ;

(d) 对角映射: ∆Y : Y → Y × ...× Y ;

(e) 直积映射: f × g : Y × Y ′ → Z × Z ′;

(f) 投影: p1, p2 : X ∨X → X,

p1(x1, x2) = x1

p2(x1, x2) = x2
;

(g) 折迭: ∇X : X ∨X → X,∇X(x, x0) = ∇X(x0, x) = x

27. H− 空间 (Hopf空间): 对拓扑空间 Y ,若存在一个映射m : Y × Y → Y

满足条件m ◦ i1 ' m ◦ i2 ' 1Y ,则 Y 被称为 H− 空间;

(a) 用m定义 Y 中两点的乘法, 要求乘法单位元为基点 ∀y, y′ ∈ Y, y ·
y′ = m(y, y′) ∈ Y ;

28. 结合的H−空间 (AH−空间): 若m满足m◦ (m×1Y ) ' m◦ (1Y ×m) :

Y × Y × Y → Y ;

29. 有逆元的 H− 空间 (HI− 空间): 若存在逆运算 u : Y → Y 满足 m ◦
(u× 1Y ) ◦∆Y ' m ◦ (1Y × u) ◦∆Y ' eY ;
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30. 若 Y 是任意拓扑空间, Y 为 AHI− 空间, 则 [X,Y ] 可以赋予一个群结

构;

31. 设 Y 为 AHI− 空间, 有任一连续映射 g : X0 → X1 诱导的 g• :

[X1, Y ] → [X0, Y ] 是群同态;

(a) 特别的: 当 g : X0 ' X1 是同伦等价性映射时, g• 是群同构;

32. 对偶 Hopf 空间: 若拓扑空间 X 存在映射 µ : X → X ∨ X 满足条件

p1 ◦ µ ' p2 ◦ µ ' 1X ,则称其为对偶 Hopf空间,记为 H ′− 空间;

33. 结合的 H ′− 空间 (AH ′− 空间): (µ ∨ 1X) ◦ µ ' (1X ∨ µ) ◦ µ : X →
X ∨X ∨X ;

34. 存在逆元的 H ′− 空间 (H ′I− 空间): 如果存在逆运算 v : X → X 满足

∇X ◦ (v ∨ 1X) ◦ µ ' ∇X ◦ (1X ∨ v) ◦ µ ' eX ,则称其为存在逆元的H ′−
空间;

35. 若 X 为 AH ′I− 空间, Y 是任一拓扑空间, 则 [X,Y ] 可赋予群结构. 由

任何连续映射 g : Y0 → Y1 诱导的 g• : [X,Y0] → [X,Y1] 是群同态. 特

别的,当 g : Y0 ' Y1 是同伦等价性映射是, g• 为群同构;

(a) S1 是 AH ′I− 空间;

(b) π1(Y ) = [S1, Y ] 具有群结构;

36. 设 X,Y 是拓扑空间:

(a) 若 X,Y 之一为 AH ′I− 空间,则 X ∧ Y 是 AH ′I− 空间;

(b) 如果 X 是 Hausdorff 空间, 那么 Y X 是 AHI− 空间, 当且仅当 X

为 AH ′I− 空间或 Y 为 AHI− 空间;

37. 设 X1, X2 都是 AH ′I− 空间,则 [X1 ∧X2, Y ] 是交换群;

(a) 当 n ≥ 2 时, πn(Y ) 是交换群;

38. 映射锥: 设 X,Y 是拓扑空间, 将其中的 X 看作约化角锥 c(X) 的子空

间, X=̃{x ∧ 0|x ∈ X};

(a) 其中记号 x ∧ y 表示等价类 [(x, y)] ∈ (X × Y )/(X ∨ Y ) = X ∧ Y ;

39. 正合序列: 设含入映射 i : Y → E,令 f ′ = πf ◦ i : Y → Cf ,对于任何拓

扑空间 Z ,序列 [Cf , Z]
(f ′)•−−−→ [Y, Z]

f•

−→ [X,Z] 是正合的;
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6 同伦群的初等计算

1. Hurewicz定理:

(a) 若 X 连通, π0(X) = 0,则 H1(X,Z) ∼= π1(X)/[π1(X), π1(X)](基本

群的阿贝尔化);

(b) 设 n > 1, 若 X 具有 (n − 1)− 连通性, 即 π0(X) = π1(X) = ... =

πn−1(X) = 0⇒πn(X) ∼= Hn(X,Z);

(c) 球面上 πn(S
n) ∼= Z;

2. Hopf纤维化: S1 ↪→ S3 p−→ S2,细节如下:

(a) S3, S2 分别嵌入C2 及C×R中

S3 : |z0|2 + |z1|2 = 1 (z0, z1) ∈ C2

S2 : |z|2 + x2 = 1 (z, x) ∈ C× R
;

(b) 如下定义的映射 p : C2 → C× R 实际上给出了 p : S3 → S2:p(z0, z1) = (2z0z
∗
1 , |z0|2 − |z1|2)

|2z0z∗1 |2 + (|z0|2 − |z1|2)2 = (|z0|2 + |z1|2)2
⇒∀(z0, z1) ∈ S3 ⊂

C2,有 p(z0, z1) ∈ S2 ⊂ C× R;

(c) 取定 (z, x) ∈ S2, p(z0, z1) = (z, x) 的原像 (z0, z1) 构成 S1:2z0z
∗
1 = z

|z0|2 − |z1|2 = x

z′
j=eiθzj⇐====⇒

2z′0z
′∗
1 = z

|z′0|2 − |z′1|2 = x
;

3. Hopf纤维化导出的长正合序列: ...→ πn+1(S
1) → πn+1(S

3) → πn+1(S
2) →

πn(S
1) → πn(S

3) → ...;

(a) n = 1: 因为 π2(S
3) = π1(S

3) = 0,所以 0 → π2(S
2) → π1(S

1) = 0,

即 π2(S
2) ∼= π1(S

1) = Z;

(b) n ≥ 2: 因为 πn+1(S
1) = πn(S

1) = 0, 所以 0 → πn+1(S
3) →

πn+1(S
2) → 0,即 πn+1(S

2) ∼= πn+1(S
3);

(c) 特别的: π3(S2) ∼= π3(S
3) = Z;

7 黎曼几何

1. 度规张量: 设M 为m− 维光滑流形,切空间 TpM 中的内积是一个非退

化且正定的对称双线型 gp : TpM × TpM → R. 当 gp 满足下列性质时,
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称其为流形M 的一个度规张量: ∀U, V ∈ TpM

(a) 对称性: gp(U, V ) = gp(V, U);

(b) 正定性: gp(U,U) ≥ 0,等号仅当 U = 0 时成立;

2. 伪黎曼度规: gp(U, V ) = 0, ∀U ⇒ V = 0;

3. 度规的性质: gp(U, V ) 定义了线性泛函 TpM → R, 可看成余切空间的

元 ωU ∈ T ∗
pM :

(a) < ωU , V >= gp(U, V ), ∀V ∈ TpM ;

(b) U
gp7−→ ωU , gp : TpM ∼= T ∗

pM, gp ∈ Tp(M)02;

(c) 分量: gp = gµν(p)dx
µ ⊗ dxν , gµν(p) = gp

(
∂

∂xµ ,
∂

∂xν

)
;

4. 无穷小距离:

(a) 欧几里得空间的无穷小距离: 相邻两点 ~y, ~y + d~y 定义了无穷小距

离 ds2 = d~y2 = δijdy
idyj = gij(x)dx

idxj ,其中 gij = δkl
∂yk

∂xi

∂yl

∂xj ;

(b) 流形上的无穷小距离: 在m维微分流形M 的 p点附近覆盖以坐标

片 U ∼= Rm, 局部坐标系 xµ 下可引进 p 到其临近点的无穷小距离

ds2 = gµν(x)dx
µdxν . 非退化条件为

[gµν ] Riemannian

det[gµν ] 6= 0 pseudo
;

5. 无穷小变换: 在m维微分流形M 的 p点附近,覆盖另一个坐标片 U ′,有

坐标变换 xµ → x′µ = x′µ(x). 由 ds2 = g′µν(x
′)dx′µdx′ν , 其中 gµν(x) =

∂x′α

∂xµ
∂x′β

∂xν g
′
αβ(x

′);

6. 度规的逆变: 用 gµν 表示 gµν 的逆矩阵元, 可用 gµν 提升张量指标

gµνg
νλ = δλµ ;

(a) 逆变的无穷小变换: g′µν(x′) = ∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ g
αβ(x);

7. 欧几里得号差: 在黎曼流形的每一点 p 处, 总是可以找到适当的坐标系

将 gµν 对角化为 (+ + ...+),称黎曼流形的度量有欧几里得号差;

(a) 注意: 通常不能用同一坐标系对角化不同点的 gµν ;

8. Lorentz 号差: 对于伪黎曼流形 (det gµν 6= 0), 如果 gµν 在每一点均能对

角化为 ηµν = diag(−+ ...+),则称该度量具有 Lorentz号差;
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9. 度规分类: 设 (M, gµν) 是 Lorentzian流形,向量 U ∈ Tp(M) 分为:

(a) 类空向量: g(U,U) = gµνU
µUν = UµUµ > 0;

(b) 类光向量: g(U,U) = UµUµ = 0;

(c) 类时向量: g(U,U) = UµUµ < 0;

10. 曲线的长度: 设 c(a) = p, c(b) = q ∈ M 是曲线 c = cpq 的端点, 用度量

确定的曲线长度 l[cpq] =
∫ b

a

√
gµν(γ(t))

dγµ(t)
dt

dγν(t)
dt

dt;

(a) 参数化: 在 (U,ϕ) 中将曲线上的点参数化 (x1, ..., xm) = ϕ ◦ c(t),
xµ = γµ(t);

(b) 黎曼流形 (M, gµν) 上两点 p, q 间的距离定义为 inf l[cpq];

11. 诱导度规: 设 M 为 m− 维流形, N 是一个定义了度量
N
gαβ 的 n− 维流

形. 若 f :M ↪→ N 是子流形M 到N 的嵌入映射 (m ≤ n),拉回映射 f∗

诱导了M 中的度量
M
g = f∗Ng ,分量

M
gµν(x) =

N
gαβ(y)

∂yα

∂xµ

∂yβ

∂xν , y = f(x);

(a) AdS空间的诱导度量: ds2 = r2

L2 (−dt2 + d~x2) + L2

r2
dr2;

12. 纳什嵌入定理: 只要 N 足够大, 任何黎曼流形 (M, gµν) 都可以“等度

量地”嵌入到 (RN , δAB) 中, 即 ∃f ;M ↪→ RN , gµν = (f∗δ)µν , 特别可取

N ≤

 1
2
m(3m+ 11) M

1
2
m(m+ 1)(3m+ 11) M

,m ≡ dimM ;

13. Whitney 嵌入定理: 任何 m− 维的光滑流形 M 均可作为子流形嵌入到

R2m+1 中,并且浸入到 R2m 中;

14. 广义协变性: 物理/几何方程在坐标变换 xµ → x′µ 下保持形式不变, 实

现协变性的方式是用张量场来表达物理/几何量T
ν1...νq
µ1...µp(x) → T ′

µ1...µp

ν1...νq(x′)=
∂xσ1

∂x′µ1
... ∂x

σp

∂x′µp
∂x′ν1

∂xτ1
...∂x

′νq

∂xτq · T τ1...τq
σ1...σp(x);

(a) 若希望在M 中建立微分方程,需考虑偏微商 ∂
∂xµ ,将产生新的指标

µ,但该指标一般不协变;

15. 使用协变量的原因: 只需在一个坐标片 U ∼= Rn 中给出 T
ν1...νq
µ1...µp(x), 其

在临近坐标片 U ′ 中的行为就完全确定了,进而可以定义在整个流形M

上;

16. 联络: 设M 上存在一个联络, Γ′
νλ

µ = ∂x′µ

∂xα
∂xβ

∂x′ν
∂xγ

∂x′λΓ
α
βγ − ∂xα

∂x′ν
∂xβ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xα∂xβ ;
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(a) 联络的分量 Γµ
νλ 在坐标变换 xµ → x′µ 下将出现非齐次项, 因此不

是协变的张量;

17. 协变导数: 在M 上给定一个联络时,可以把非协变量 V µ
,ν 与 Γµ

νλ 作适当

的组合

V µ
,ν → V µ

;ν

∂
∂xν ≡ ∂ν → ∇ν

, 以抵消破坏协变性的非齐次项. 由此定义

协变导数 ∇νV
µ = V µ

;ν≡V µ
,ν + Γµ

νλV
λ= ∂V µ

∂xν + Γµ
νλV

λ;

(a) 余切空间的协变导数: Vµ:ν = ∇νVµ ≡Vµ,ν−Γλ
µ,νVλ = ∂Vµ

∂xν −Γλ
νµVλ;

(b) 张量场的协变导数: ∇λT
...ν...
...µ... = ∂λT

...ν...
...µ...−...−Γκ

λµT
...ν...
...κ... −...+...+

Γν
λρT

...ρ...
...µ... + ...;

18. 仿射联络: 设F(M),X (M)分别是流形M 上的光滑函数和光滑向量场,

组成的空间, 可以抽象地定义仿射联络为满足下面公理的双线型映射

∇ : X (M) × X (M) → X (M), (X,Y ) 7→ ∇XY : ∀f ∈ F(M), X, Y, Z ∈
X (M)

(a) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ ;

(b) ∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z ;

(c) ∇(fX)Y = f∇XY ;

(d) ∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY ;

19. 联络系数: ∀p ∈ M , 取坐标片 (U,ϕ), x = ϕ(p) ∈ Rm, 并设 eµ = ∂
∂xµ 是

TpM 的坐标基. m3 个联络系数 Γγ
µν ∈ F(M) 定义为 ∇µeν ≡ ∇eµeν =

Γλ
µνeλ;

(a) 一旦给出 ∇ 对基底的作用, 即可确定 ∇VW, ∀V,W ∈ TpM . 即

∇VW = ∇(V µeµ)(W
νeν)= V µ∇eµ(W

νeν)= V µ(eµ[W
ν ]eν+W

νΓλ
µνeλ)=

V µ
(

∂Wλ

∂xµ + Γλ
µνW

ν
)
eλ;

(b) 协变量的分量形式: ∇µW
λ ≡ ∂Wλ

∂xµ + Γλ
µνW

ν ;

(c) Leibnitz 法则: ∀f ∈ F(M), 令 ∇Xf = X[f ], 则有 ∇X(f · Y ) =

∇Xf · Y + f · ∇XY ;

i. 推广到一般张量: ∇X(T1⊗T2) = (∇XT1)⊗T2+T1⊗ (∇XT2);

ii. 分量形式: ∇µ(T
...λ...
...ν... · T̃ ...ρ...

...κ... ) = (∇µT
...λ...
...ν... ) · T̃ ...ρ...

...κ... + T ...λ...
...ν... ·

∇µT̃
...ρ...
...κ... ;
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(d) 不同坐标片 U ∩ V 6= φ中的联络系数变换关系: xµ → x′µ;

i. eµ = ∂
∂xµ , e′µ = ∂

∂x′µ=
∂xα

∂x′µ
∂

∂xα=
∂xα

∂x′µ eα;

ii. ∇e′µ
e′ν = Γ′

µν
λe′λ = ∂xγ

∂x′λΓ
′
µν

λeγ ,且∇e′µ
e′ν = ∂xα

∂x′µ∇eα

(
∂xα

∂x′ν eβ
)
=

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν ∇eαeβ + ∂2xβ

∂x′µ∂x′ν eβ ;

iii. Γ′
µν

λ = ∂x′λ

∂xγ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν Γ
γ
αβ + ∂x′λ

∂xγ
∂2xγ

∂x′µ∂x′ν ;

20. 方向导数: 对于欧式空间 M = Mm, 此时 TpM ∼= M , 即流形上的点

x ∈ M 和切向量 X,Y ∈ TpM 都是 Rm 中的向量. 方向导数定义为

∇XY = lim
ϵ→0

Y (x+ϵX)−Y (x)
ϵ

= Xµ∂µ(Y
ν)∂ν ,其是 Rm 上的联络;

(a) 特别的有: Γλ
µνeλ = ∇eµeν = 0⇒Γλ

µν = 0;

(b) 推论: Rm 上存在零联络 Γλ
µν = 0;

21. 平行: 设 c : [a, b] → M , t 7→ c(t) 是 M 中连结 p = c(a) 和 q = c(b)

的一条光滑曲线, 取坐标片 (U,ϕ), 曲线的参数方程为 xµ = γµ(t), 其中
(γ1(t), ..., γm(t)) ≡ ϕ ◦ c(t)

γµ(a) = pµ

γµ(b) = qµ

,切向量满足

γ̇(t) = γ̇µ ∂
∂xµ

∣∣
c(t)

γ̇µ = dγµ(t)
dt

= dxµ

dt

. 若

X满足

∇γ̇(t)X = 0 ∀t ∈ [a, b]

γ̇µ(t)
(

∂Xλ

∂xµ + Γλ
µνX

ν
)
= 0 ⇒ d

dt
Xλ(x) + Γλ

µν(x)
dxµ

dt
Xν(x) = 0

,

xµ = γµ(t),则称M 上的向量场 X 沿着曲线 c(t) 是平行的;

22. 设 γ : [a, b] →M 是任意的光滑曲线, ∀t0 ∈ [a, b] 以及 X0 ∈ Tγ(t0)M ,存

在唯一的沿 γ 平行向量场 X 满足条件 X(γ(t0)) = X0;

(a) 平行移动: P γ
t0,t : Tγ(t0)M → Tγ(t)M , X0 = X(γ(t0)) 7→ X(γ(t));

i. P γ
t0,t 是线性映射;

ii. P γ
t0,t 是可逆映射: P γ

t0,t ◦ P
−γ
a+b−t,a+b−t0

= 1, (−γ)(s) ≡ γ(a +

b− s);

23. 设 γ : [a, b] → M 是一条光滑曲线, 满足 γ(t0) = p 及 γ̇(t0) = X0 ∈
TpM ,则对于任意向量场Y ∈ X (M),有∇X0

Y (p) = lim
t→t0

(Pγ
t0,t)

−1[Y (γ(t))]−Y (γ(t0))

t−t0
;

24. 测地线: xµ = γµ(t) 的切向量 V = γ̇(t) 沿着曲线处处平行 ∇V V = 0,

即 d2xλ

dt2
+ Γλ

µν(x)
dxµ

dt
dxν

dt
= 0;
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25. 向量的夹角: 内积 gp(U, V ) = gµνU
µV ν 确定向量 U, V ∈ TpM 的夹角;

26. 与度量相容的平行移动: 与度量相容的平行移动应保持夹角不变, 即若

∇γ̇U = ∇γ̇V = 0,则 ∇γ̇ [g(U, V )] = 0⇒∇λgµν = 0;

27. 与度量相容的联络系数: gµν,λ − Γρ
λµgρν − Γρ

λνgµρ = 0;

28. Christoffel记号:
{

κ
µ ν

}
= 1

2
gκλ(gλν,µ + gλµ,ν − gµν,λ);

29. 联络系数对称化和反称化:

Γρ
(µν) ≡

1
2
(Γρ

µν + Γρ
νµ)

Γρ
[µν] ≡

1
2
(Γρ

µν − Γρ
νµ)

;

30. 挠率张量: 联络系数的反称部分被称为挠率张量,是一个协变量. T ρ
µν ≡

2Γρ
[µν] = Γρ

µν − (µ↔ ν);

31. 挠率: T : X (M)×X (M) → X (M),定义为 T (X,Y ) = ∇XY −∇YX −
[X,Y ], ∀X,Y ∈ X (M);

(a) 挠率的分量: T λ
µν =

〈
dxλ, T (eµ, eν)

〉
,为 (2, 1)− 型张量;

(b) 挠率张量 T λ
µν 是挠率 T 在标准基底下的分量;

32. Contorsion张量: Kκ
µν ≡ 1

2
(T κ

µν + T κ
µ ν + T κ

ν µ);

(a) 联络系数可表示为 Γκ
µν =

{
κ
µ ν

}
+Kκ

µν ;

33. Levi-Civita 联络: 当联络系数下指标对称时, 挠率为零 (进而 Contorsion

张量为零),这时与度量相容的联络为 Levi-Civita联络. 其联络系数等于

Christoffel记号 Γκ
µν = { κ

µ ν} = 1
2
gκλ(gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ);

34. 曲线长度: 连结 M 上 p, q 两点的曲线 xµ = xµ(t) 的长度为 l[x] =∫ b

a

√
gµν(x(t))

dxµ(t)
dt

dxν(t)
dt

dt;

(a) 最短程线: 由变分原理 δl[x]
δxλ = 0 给出,即 d2xκ

ds2
+ { κ

µ ν}dxµ

ds
dxν

ds
= 0;

i. 测地线方程中将 Γκ
µν 取 Levi-Civita联络;

35. 曲率: 流形M 的取率定义为 R : X (M)× X (M)×X (M) → X (M),即

R(X,Y, Z) = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z= [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z ,

∀X,Y, Z ∈ X (M). 曲率张量可以描述空间的弯曲程度;

(a) 曲率 R是张量,具有多重线性 R(fX, gY, hZ) = fghR(X,Y, Z);
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(b) 曲率张量的分量: R(X,Y, Z) = XµY νZλR(eµ, eν , eλ) ≡ XµY νZλRκ
λµνeκ

(c) 曲率为 (1, 3)−型张量,可展开为联络的导数与二次项的组合Rκ
λµν =

∂µΓ
κ
νλ − ∂νΓ

κ
µλ + Γκ

µρΓ
ρ
νλ − Γκ

νρΓ
ρ
µλ;

36. Ricci张量: 一种 (0, 2)−型张量,定义为Ric(X,Y ) =< dxκ, R(eκ, Y,X) >,

Rµν = Ric(eµ, eν)= Rκ
µκν ;

(a) 标量曲率: R = gµνRic(eµ, eν) = gµνRµν ;

37. 等度量群: 设 (M, gµν) 是黎曼流形, f ∈ Diff(M). 等度量群是微分同

胚群的一个子群 Isom(M) := {f ∈ Diff(M)|(f∗g)µν = gµν}. 其中fµ(x) ≈ xµ + ξµ(x) + ... ∈ Diff0(M) ξ ∈ X (M)

(f∗g) ≈ gµν + (Lξg)µν + ...
;

(a) Killing矢量: 生成等度量群的向量为Killing矢量, (Lξg)µν = 0⇔∇µξν+

∇νξµ = 0;

(b) 共形Killing矢量方程: 在流形Md+1 中,当时空变换 f ∈ Diff(Md+1)

由无穷小向量场 ξ(称为共形 Killing 矢量场) 生成时, 有 δξgab ≡
(f∗g)ab−gab = −(∇aξb+∇bξa)+O(ξ2). 若时空变换对度量产生了

一个Weyl因子 e2ω ,则 (f∗g)ab−gab= (e2ω−1)·gab= 2ω·gab+O(ω2).

生成边界时空对称性的向量场 ξ 应满足共形 Killing 矢量方程

∇aξb +∇bξa = −2ω · gab⇒

∇aξa = −(d+ 1) · ω

∇aξb +∇bξa − 2
d+1

(∇cξc)gab = 0
;

38. 共形平坦: 对于黎曼流形 M , 如果存在坐标系使得其中的度量分量

gµν(x) = ρ(x)ηµν ,则称黎曼流形M 是共形平坦的;

39. 活动标架基: 设 M 是一个 m− 维黎曼流形, 其在 p 点的切空间 TpM

的坐标基为 eµ = ∂
∂xµ . 用可逆矩阵转动这些基, 可得新的基底 êa =

eµaeµ = eµa
∂

∂xµ ,其中 [eµa ] ∈ GL[m,R], det[eµa ] > 0;

(a) 活动标架的度规: g(êa, êb) = eµae
ν
bg(

∂
∂xµ ,

∂
∂xν )= gµνe

µ
ae

ν
b ;

(b) 活动标架的仿射联络: Γc
ab = eµae

c
λ(∂µe

λ
b + Γλ

µνe
ν
b );

(c) 标架基下的挠率: T c
ab = ecλT

λ
µνe

µ
a êb;

(d) 标架基下的曲率张量分量: Ra
bcd = eaρR

ρ
λµνe

λ
b e

µ
c e

ν
d ;
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40. Cartan结构方程:

dθa + ωa
b ∧ θb = T a

dωa
b + ωa

c ∧ ωc
b = Ra

b

;

(a) 规范对称性: 度量在局部 Lorentz转动下不变;

41. 活动标架的Levi-Civita联络:

metricity ∇Xg = 0

vanishing torsion Γλ
µν − Γλ

νµ = 0
,Γc

ab =

ecλe
µ
a∇µe

λ
b ;

42. 活动标架的变分规则:

(a) δθVa1...am
= δθb ∧ Va1...amb, δωLVa1...am

= 0;

(b) δθT a = dδθa + ωLa
b ∧ δθb = DLδθa;

(c) δθRLab = 0;

(d) δωLT a = δωLa
b ∧ θb;

(e) δωLRLab = dδωLab + δωLa
c ∧ ωLcd, −δωLcd ∧ ωLa

c = DLδωLab;

(f) δθω = δθaPa, δωLω = 1
2
δωLabMab, δθR̂ = δθT

aPa = DLδθaPa,

δωLR̂ = δωLa
b ∧ θbPa+

1
2
DLδωLabMab. 其中 ω = θaPa+

1
2
ωLabMab

为 Poincare联络, R̂ := dω + ω ∧ ω;

8 复流形

1. 全纯复函数 (解析性): 函数 f = u(x, y) + iv(x, y) 的实部和虚部有适当

的光滑性,并满足柯西-黎曼条件

∂u
∂x

= ∂v
∂y

∂u
∂y

= − ∂v
∂x

,则称其为全纯复函数;

(a) 对于全纯复函数 f(x, y),若 z = x+ iy, z̄ = x− iy,则 f 只依赖 z;

(b) 多变量的全纯复函数: 设 (z1, ..., zm) ∈ Cm, zµ := xµ + iyµ, 复值

函数 f = µ + iν : Cm → C 的全纯性由


∂µ
∂xµ = ∂ν

∂yµ

∂µ
∂yµ = − ∂ν

∂xµ

刻画. 若

每个分量函数 fλ(1 ≤ λ ≤ n) 都是全纯函数, 则映射 (f1, ..., fn) :

Cm → Cn 是全纯的;

2. 复流形: 满足下面条件的流形被称为复流形;
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(a) M 是拓扑空间,即其中定义了开集 U, V, ...;

(b) M 上带有一套坐标卡集 (Uiϕi), 其中 {Ui} 构成 M 的一个开覆盖,

ϕi 是从开集 Ui 到 Cm 中某个开集的同胚映射;

(c) 在开覆盖中任取有交叠的开集 Ui, Uj(即 Ui ∩ Uj 6= φ), 转移函数

ψij ≡ ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj) → ϕi(Ui ∩ Uj) 是全纯映射;

3. 近复结构: 设M 是微分流形,假定其上存在 (1, 1)型张量场 J = JA
B (x) ∂

∂ξA
⊗

dζB , 该类型张量可看作线性算子 TpM
J−→ TpM , V = V A ∂

∂ζA 7→<

J, V >= JA
BV

B ∂
∂ζA ,则 J 称为M 上的一个近复结构;


